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noE,pqE,rts#uvs	w'x�y{z

|	}�~�~��i}���������}�����~������/}����/�����/��������}
F (x, y) = 0 � x ∈ X � y ∈ M ��� ��� M � �/���������������F�	�/���U��~����������K������������ }��������2����}�~�}������������F����������~������ � ��� � ��}{�	�/���U��~������ M � }���}��/�v�/� � ��}������/�X� � �/}������/�����/���X���� �}��/}������/~�����} �������} � �F��}�����~��¡~���¢U��~���������}����/�K��}�����£¤�/��¥6¥v��������¦��/�������3��£?¥{���/��¦���� y � �/��� F (x, y(x)) = 0 � y(x) ∈ M �

y(x0) = y0
��§¨��}�~����/��~���� � �3����������� � }��������!�/~�~��/���/������~��!���� /����~[~���¢U��~���������}����/� � ��}��������¤�/����}��������F�~����/�������������X�/�/�¤�	�/� � � � ��}������F�¤������©��/}��U������£ª������} a(x) = {y ∈ R

m : fi(x, y) = 0, i ∈ I, g(y) = 0} �
x ∈ R

n �3«,�����/ /����} � }�����~�� � �/���O¥{���/��¦���� fi � i ∈ I � ~������ � �[�/��¥6¥v��������¦��/�������	� � }O¥{���/��¦��/� g
�/����}�����¬

�/�d����  � ��¦/����}��i«,���?�/�������������F�!����~���}����������F�¤��~��/�����/���O������} � }��/� � �/���X�/����� � �/­v©���­®�����/��� � �/}�¥{�/��}�	�/� � � � ��}����/� � �8������©��/}��U�����/�¯ /���������/�/�,�/��¥6¥v��������¦��/�������	�F£K~����/���������¯°���� � ��������©��/}��U�����/����±���������������¬�U�������/�o�3�����/�X���/������ /�������/������}����¯��}��¤�����������	�!�[�/���������F�!¥{���/��¦��/���d�[�/� � ��}��������²~�������}����'§�~���}��������}����U�8 /��~������������¨~������ � �o�/��¥6¥v��������¦��/�������	��� � }������^§{�'³���´����/�����/~���� � �o�/�/�d�	�/���U��~���� ��� }���}���}����	�F��/� � ��}������/�	�d� � �/}������/�����/���	�X���� �}8�/}������/~�������«,�������������/������~���}��������/���U��~��/�����/� �  /���X�������������t /������~����/��¬���/�F~������ � �v�/��¥6¥v��������¦��/�������	�F� � }��������U�����/������~���~������ � �v�/��¥6¥v��������¦��/�������	��� � }��������F��«,����} � }��/� � �/�����}�~�}��������������F��������~��?µ6��}�����}{�����/��­v��~�� � }����/}��	�o´����/�����/~�������� � ���/�/���	�/���U��~���� ��� }���}���}����	�F�8�/����}������/�����  � ��¦/�������	�d¥{���/��¦��/���	���

¶¯·	¸o¹'º�»/¼8ºO½�·	¾/»/¿#À#�	�/� � � � ��}����/���,������©��/}��U�����/� � ~���©��/��¥6¥v��������¦���}�� � � }������ � ��}�~�}������������F£[��������~��

BiE6Á¤ÂiÃ/ÄUÃ#zvÅvÃ

][Æ/Ç3Æ/È¤ÆªÉ	Ê�Ë�Ì�Í�Î�ÏiÐ?Ñ'Ò�Ð/Í�Í�É	Ó3Ì�Í�Ñ'Ð�ÔÕÑ�Æ/Ï3Ì�Ó	Ï3Æ�Ö,Ì�Ç	ÏiÐ�ÔÕÎ�Ì�Æ/Ç3Ì�ÖUÐªÆªÏ3Ì�Ô'Ë�Ï3Æ/×ÕØXÙ�Ï	Ñ	Ú	É	É�Û3ÏiÐ�Ü#Æ�Ý3Ô�Þ
ß Ð�Ôqà�Æ�Ò3á�È¤Æ�ÌdÑ�Æ�Ò3É	Ó3Ì�Í�Î�Ë�ÆªÇiÐ�Ê�Ò3É	Ó	Ï	â8Ü²ã	Ç	É'ÒiÆ�ä!Ì�Ï	É	×ÕËªÍ�Æ/Ë�Ç3Ì�Ö,Ì�Ï	Ï3Æ/×ÕÖUÐ�Î�Ì�ÖUÐ�Î�É	Ñ�Ì�åCjæÉ3Ö,Ì�Ï	Ï3Æ	Û
ÇiÐ/Í�Í�Ö,Æ/Î�Ç	É3Ö^Ù�ÇiÐ�Ë�Ï3Ì�Ï	É	Ô?Ë�É'Ý�Ð

fi(x, y) = 0, i = 1, 2, . . .
Û
m,x ∈ R

n Û y ∈ R
m, y ç Ï3Ì�É	Ê�Ë�Ì�Í�Î�ÏiÐ�ÔFÛ

Ð
x ç ãiÐ�ÇiÐ/Ö,Ì�Î�Ç�å�è[Ç	É¡Ù�Í�ÒiÆ/Ë�É	É?é�Ò�Ð�Ý3Ñ�Æ�Í�Î�ÉtØXÙ�Ï	Ñ	Ú	É	× fi

Û
i = 1, . . . ,m,

É¡Ç3Ì�é�Ù�Ò3Ô'Ç	Ï3Æ�Í�Î�É¡ÝiÆ/Ñ'Ð�Ê�Ð�Þ
Ï3Æ!Í�Ù ß Ì�Í�Î�Ë�Æ/Ë#Ð�Ï	É3Ì¯é�Ò�Ð�Ý3Ñ�Æ/é�Æ¤Ç3Ì�È¤Ì�Ï	É	ÔtÍ�É3Í�Î�Ì�Ö6âêË�â2È¤Ì�Ù�Ñ'Ð�Ê�Ð�Ï	Ï	â8ÜtÙ�ÇiÐ�Ë�Ï3Ì�Ï	É	×�å'ZëÝ�Ð�Ò3á�Ï3Ì�×	È¤Ì�Ö
ì Î�Æ/Î?Ç3Ì�Ê�Ù�Ò3á�Î/Ð�ÎtÇiÐ�Ê�Ë�É	Ë#Ð�ÒiÍ�ÔqË¤Ý3Ë�Ù#ÜíÏiÐ�ã	ÇiÐ�Ë/ÒiÌ�Ï	É	Ô�ÜFå

Z8Æ�Þîã3Ì�Ç	Ë�â8ÜFÛ�ÇiÐ/Í�Í�ÖUÐ�Î�Ç	É	Ë#Ð�ÒiÍ�Ô¤Î�Æ/ÎKä!Ì�Í�Ð/Ö6â2×¤Ë�Æ/ã	Ç3Æ�Í�Ë[à�Ì�Í�Ñ�Æ/Ï3Ì�Ó	Ï3Æ�Ö,Ì�Ç	Ï	â8Ü¤ã	Ç3Æ�Í�Î�ÇiÐ�Ï3Í�Î�Ë#Ð�ÜFå
è[Ù�Í�Î�á

X
Û
Y
É
Z ç à�Ð�ÏiÐ�Ü#Æ/Ë�âïã	Ç3Æ�Í�Î�ÇiÐ�Ï3Í�Î�Ë#Ð'å6è[Ù�Í�Î�á�Ý�Ð�Ï	âïÆ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É3Ì

F : X × Y → ZÉqÎ�Æ/Ó	Ñ	É
x0 ∈ X

Û
y0 ∈ Y

Û�Ý	Ò3ÔðÑ�Æ/Î�Æ/Ç	â8Ü
F (x0, y0) = 0.

T6Ð/Í�Í�Ö,Æ/Î�Ç	É3ÖñÙ�ÇiÐ�Ë�Ï3Ì�Ï	É3Ì

F (x, y) = 0. (1.1)

ZòÒ3É	Î�Ì�ÇiÐ�Î�Ù�Ç3Ì�ó ô'Û6Í�å{õ#ö�÷�ø�Û8ó ù'Ûvõ/ø8ã	Ç	ÉëÎ�Ì�Ü^É'Ò3ÉëÉ	Ï	â8Üúã	Ç3Ì�Ý3ã3Æ�ÒiÆ�ä!Ì�Ï	É	Ô�ÜëÝiÆ/Ñ'Ð�Ê�â2Ë#Ð/Ì�Î�Í�ÔñÍ�Ù ß Ì�Þ
Í�Î�Ë�Æ/Ë#Ð�Ï	É3Ì¤Ç3Ì�È¤Ì�Ï	É	Ô

y(x)
Ù�ÇiÐ�Ë�Ï3Ì�Ï	É	Ôüû�ý�å�ý�þ2Ý	Ò3Ô�Ë�Í�Ì�Ü

x
É	Ê¤Ï3Ì�Ñ�Æ/Î�Æ/Ç3Æ/×^Æ/Ñ	Ç3Ì�Í�Î�Ï3Æ�Í�Î�É�Î�Æ/Ó	Ñ	É

x0É®Ì�é�Æ�Ï3Ì�ã	Ç3Ì�Ç	â2Ë�Ï3Æ�Í�Î�áúÑ'Ð�ÑñØXÙ�Ï	Ñ	Ú	É	É®Æ/Î
x.
QvÐ�Ñ�Û,ÏiÐ�ã	Ç	É3Ö,Ì�Ç�ÛUË�Ñ	Ï	É	é�Ì^ó ô�ø2ÝiÆ/Ñ'Ð�Ê�Ð�ÏiÐ�Î�Ì�Æ/Ç3Ì�ÖUÐ

ÆÕÏ3Ì�Ô'Ë�Ï	â8ÜüÆ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É	Ô�ÜFÛ�Ð�ÏiÐ�ÒiÆ/é�É	Ó	ÏiÐ�ÔüÑ�Æ/Ï3Ì�Ó	Ï3Æ�Ö,Ì�Ç	Ï3Æ/×ñÎ�Ì�Æ/Ç3Ì�Ö,Ì�å�ÿFÐ�Î�Ì�ÖòË�Í�Î/Ð�Î�á�Ì¨ó õ�ø8ÝiÆ�Þ
Ñ'Ð�Ê�â2Ë#Ð/Ì�Î�Í�ÔúÎ�Ì�Æ/Ç3Ì�ÖUÐ'Û{Æ�à�Æ�à ß Ð�� ß Ð�Ô¨Î�Ì�Æ/Ç3Ì�Ö6Ù�ÆðÏ3Ì�Ô'Ë�Ï3Æ�ÖæÆ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É	É�å,ÿiÝiÌ�Í�á²ã	Ç3Æ/É	Ê�Ë�Æ�Ý3ÏiÐ�Ô
F ′
y(x0, y0)

Æ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É	Ô
F
Ô'Ë/Ò3Ô	Ì�Î�Í�ÔíÍ��KÇ���Ì�Ñ	Î�É	Ë�Ï	âoÖëÏ3Ì�ã	Ç3Ì�Ç	â2Ë�Ï	âoÖúÒ3É	Ï3Ì�×	Ï	âoÖëÆ/ã3Ì�ÇiÐ�Î�Æ/Ç3Æ�Ö2å
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jñËXÇiÐ/à�Æ/Î�Ìdó ù�ø	ÝiÆ/Ñ'Ð�Ê�Ð�ÏiÐXÑ'Ò�Ð/Í�Í�É	Ó3Ì�Í�Ñ'Ð�ÔªÎ�Ì�Æ/Ç3Ì�ÖUÐdÆ[Ï3Ì�Ô'Ë�Ï3Æ/×ªØXÙ�Ï	Ñ	Ú	É	É?ÏiÐKÑ�Æ/Ï	Ù�Í�Ì�å�ÿiÝiÌ�Í�á3Û�ã	Ç3Ì�Ý	Þ
ã3Æ�Ò�Ð�é�Ð�ÔFÛ'Ó	Î�Æ!ØXÙ�Ï	Ñ	Ú	É	Ô

F
Í�Î�Ç3Æ/é�ÆOÝ3É3ØdØdÌ�Ç3Ì�Ï	Ú	É	Ç	Ù�Ì�ÖUÐOÉíË�â2ã3Æ�Ò3Ï3Ì�Ï3Æ¤Î/Ð�ÑíÏiÐ�Ê�â2Ë#Ð/Ì�Ö,Æ�Ì[Ù�Í�ÒiÆ/Ë�É3Ì

Ç3Ì�é�Ù�Ò3Ô'Ç	Ï3Æ�Í�Î�É�TvÆ�à/É	Ï3Í�Æ/ÏiÐ'å
Z8Æ�ÞîË�Î�Æ/Ç	â8ÜFÛ,Æ/ã	Ù'à�Ò3É	Ñ�Æ/Ë#Ð�Ï	â Ö6Ï3Æ/é�Æ/Ó	É3Í�ÒiÌ�Ï	Ï	âoÌðÇiÐ/à�Æ/Î�âdÛ6Ë�Ñ�Æ/Î�Æ/Ç	â8ÜëÇiÐ/Í�Í�ÖUÐ�Î�Ç	É	Ë#Ð/Ì�Î�Í�Ô®Ë�Æ�Þ

ã	Ç3Æ�ÍíÍ�Ù ß Ì�Í�Î�Ë�Æ/Ë#Ð�Ï	É	ÔúÏ3Ì�ã	Ç3Ì�Ç	â2Ë�Ï	â8ÜëÇ3Ì�È¤Ì�Ï	É	×ëÙ�ÇiÐ�Ë�Ï3Ì�Ï	É	Ô û�ý�å�ý�þ�ÛvÑ�Æ/é�Ý�ÐÕØXÙ�Ï	Ñ	Ú	É	Ô F Ï3Ì�é�Ò�Ð�Ý	Þ
Ñ'Ð�ÔFåoI¯Î�Ö,Ì�Î�É3ÖAÒ3É	È!áëÇiÐ/à�Æ/Î�â ó ö'ÛKý�÷	ÛKý�ù�ø�Û�é�ÝiÌÕËúÑ�Æ/Ï3Ì�Ó	Ï3Æ�Ö,Ì�Ç	Ï3Æ�Ö Í�Ò3Ù�ÓiÐ/Ì²Ý	Ò3ÔñÒ3É	ã	È!É	Ú3Ì�Ë�Æ/×
Ë²Æ/Ñ	Ç3Ì�Í�Î�Ï3Æ�Í�Î�ÉúÎ�Æ/Ó	Ñ	É

(x0, y0)
ØXÙ�Ï	Ñ	Ú	É	É

F
ã	Ç	É	Ë�Æ�Ý3Ô'Î�Í�Ô^ÝiÆ�Í�Î/Ð�Î�Æ/Ó	Ï	âoÌtÙ�Í�ÒiÆ/Ë�É	ÔFÛ{Æ�à�Ì�Í�ã3Ì�Ó	É	Ë#Ð�Þ

� ß É3ÌªÍ�Ù ß Ì�Í�Î�Ë�Æ/Ë#Ð�Ï	É3ÌtÎ/Ð�Ñ�Æ/×úÒ3É	ã	È!É	Ú3Ì�Ë�Æ/×üØXÙ�Ï	Ñ	Ú	É	É y(x), Ó	Î�Æ F (x, y(x)) = 0
Û
y(x0) = y0.NdÐ�É3à�Æ�ÒiÌ�ÌOÆ�à ß É	×ðÇ3Ì�Ê�Ù�Ò3á�Î/Ð�ÎtË ì Î�Æ�ÖüÏiÐ�ã	ÇiÐ�Ë/ÒiÌ�Ï	É	É�ã3Æ�Ò3Ù�Ó3Ì�ÏqË?Í�Î/Ð�Î�á�Ìªó�ý�ø�å

ZêÏiÐ/Í�Î�Æ�Ô ß Ì�×�Í�Î/Ð�Î�á�ÌdÇiÐ/Í�Í�ÖUÐ�Î�Ç	É	Ë#Ð/Ì�Î�Í�Ô�Æ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É3Ì F Í�ã3Ì�Ú	ÉiÐ�Ò3á�Ï3Æ/é�ÆªË�É'Ý�Ð��

F (x, y) = 0 ⇐⇒ fi(x, y) = 0, i ∈ I0, g(y) = 0, (1.2)

é�ÝiÌ
I0 ç Ñ�Æ/Ï3Ì�Ó	Ï3Æ�ÌOÖ6Ï3Æ�ä!Ì�Í�Î�Ë�ÆªÉ	Ï'ÝiÌ�Ñ�Í�Æ/Ë3å�è[Ù�Í�Î�á

F (x0, y0) = 0.
è[Ç3Ì�Ý3ã3Æ�Ò�Ð�é�Ð/Ì�Î�Í�ÔFÛ�Ó	Î�Æ?ØXÙ�Ï	Ñ'Þ

Ú	É	É
fi
Û
i ∈ I0,

Í�Î�Ç3Æ/é�ÆðÝ3É3ØdØdÌ�Ç3Ì�Ï	Ú	É	Ç	Ù�Ì�Ö6âRã3Æ²Í�Æ/Ë�Æ/Ñ	Ù�ã	Ï3Æ�Í�Î�É^ã3Ì�Ç3Ì�Ö,Ì�Ï	Ï	â8Ü^ËqÎ�Æ/Ó	Ñ�Ì
(x0, y0),Ð

g ç ÒiÆ/Ñ'Ð�Ò3á�Ï3Æ?Ò3É	ã	È!É	Ú3Ì�Ë#Ð�û Ë�Æ/Ê�Ö,Æ�ä¡Ï3ÆtÏ3Ì�Ý3É3ØdØdÌ�Ç3Ì�Ï	Ú	É	Ç	Ù�Ì�ÖUÐ�Ôiþ�åCè[Ç	É	Ë�Æ�Ý3Ô'Î�Í�Ô²ÝiÆ�Í�Î/Ð�Î�Æ/Ó	Ï	âoÌ
Ù�Í�ÒiÆ/Ë�É	ÔFÛ6ã	Ç	ÉëÑ�Æ/Î�Æ/Ç	â8ÜüÍ�Ù ß Ì�Í�Î�Ë�Ù�Ì�Î�Ç3Ì�È¤Ì�Ï	É3ÌíÙ�ÇiÐ�Ë�Ï3Ì�Ï	É	Ô (1.2),

Ý3É3ØdØdÌ�Ç3Ì�Ï	Ú	É	Ç	Ù�Ì�Ö,Æ�ÌðËÕÎ�Æ/Ó'Þ
Ñ�Ì

(x0, y0) = (x0, y(x0))
å

èXÆ�ÒiÆ�ä¡É3Ö
a(x) :=

{
y ∈ Y : F (x, y) = 0, g(y) = 0

}
, x ∈ X.

Q{Æ/é�Ý�Ð?Ë�Æ/ã	Ç3Æ�ÍOÍ�Ù ß Ì�Í�Î�Ë�Æ/Ë#Ð�Ï	É	Ô²Ç3Ì�È¤Ì�Ï	É	ÔqÙ�ÇiÐ�Ë�Ï3Ì�Ï	É	Ôúû�ý�å ÷�þ2Ö,Æ�ä¡Ï3ÆªÉ	Ï	Î�Ì�Ç	ã	Ç3Ì�Î�É	Ç3Æ/Ë#Ð�Î�áíÑ'Ð�Ñ�Ë�Æ�Þ
ã	Ç3Æ�ÍdÍ�Ù ß Ì�Í�Î�Ë�Æ/Ë#Ð�Ï	É	ÔqÍ�Ì�Ò���Ñ	Î�Æ/ÇiÐ?Ö6Ï3Æ/é�Æ/Ê�ÏiÐ�Ó	Ï3Æ/é�ÆíÆ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É	Ô a.I¯Î�Ö,Ì�Î�É3Ö2Û3Ó	Î�ÆªÆ�Ý3Ï3Æ/×²É	ÊdË#Ð�ä¡Ï	â8Üðã	Ç3Æ�à�ÒiÌ�Ö®Ë?Î�Ì�Æ/Ç	É	É�Ö6Ï3Æ/é�Æ/Ê�ÏiÐ�Ó	Ï	â8Ü�Æ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É	×ÕÔ'Ë/Ò3Ô�Þ
Ì�Î�Í�ÔðË�Æ/ã	Ç3Æ�ÍdÍ�Ù ß Ì�Í�Î�Ë�Æ/Ë#Ð�Ï	É	Ô²Æ�Ý3Ï3Æ/Ê�ÏiÐ�Ó	Ï	â8ÜÕÐ�ã	ã	Ç3Æ/Ñ�Í�É3ÖUÐ�Ú	É	×ÕÉqÍ�Ì�ÒiÌ�Ñ	Î�Æ/Ç3Æ/ËtÍdÆ/ã	Ç3Ì�ÝiÌ�ÒiÌ�Ï	Ï	âoÖ6É
Í�Ë�Æ/×3Í�Î�Ë#Ð/Ö6É�å#Z8Ì�Í�á�ÖUÐKÉ	Ï	Î�Ì�Ç3Ì�Í�Ì�Ï?É¡ÏiÐ�Ü#Æ�Ý3É	ÎdÇiÐ�Ê�Ï3Æ�Æ�à/ÇiÐ�Ê�Ï	âoÌoã	Ç	É'ÒiÆ�ä!Ì�Ï	É	ÔªË�ÆXÖ6Ï3Æ/é�É'Ü¡Æ�à�Ò�Ð/Í�Î�Ô�Ü
ÖUÐ�Î�Ì�ÖUÐ�Î�É	Ñ	ÉªË�Æ/ã	Ç3Æ�Í2Í�Ù ß Ì�Í�Î�Ë�Æ/Ë#Ð�Ï	É	Ô?Í�Ì�ÒiÌ�Ñ	Î�Æ/Ç3Æ/Ë3Û#Æ�à�Ò�Ð�Ý�Ð�� ß É'Ü¤Ï3Ì�Ñ�Æ/Î�Æ/Ç	âoÖ6ÉtÎ�Æ/ã3Æ�ÒiÆ/é�É	Ó3Ì�Í�Ñ	É'Þ
Ö6ÉqÍ�Ë�Æ/×3Í�Î�Ë#Ð/Ö6É�åiZêÓiÐ/Í�Î�Ï3Æ�Í�Î�É�Û3Ê�Ð�Ý�Ð�ÓiÐ?Í�Ù ß Ì�Í�Î�Ë�Æ/Ë#Ð�Ï	É	ÔðÏ3Ì�ã	Ç3Ì�Ç	â2Ë�Ï	â8Ü²Í�Ì�ÒiÌ�Ñ	Ú	É	×²Ö6Ù�Ò3á�Î�É3Æ/Î�Æ�à�Þ
ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É	ÔFÛ3Ë�Æ�Í�Ü#Æ�Ý3Ô ß Ð�ÔqÑðÑ'Ò�Ð/Í�Í�É	Ó3Ì�Í�Ñ�Æ/×ÕÎ�Ì�Æ/Ç3Ì�Ö,Ì��Kå3VÕÐ�×	Ñ'Ò�Ððó�ý�õ/ø�å

Z Í�Î/Ð�Î�á�Ì�ã	Ç	É	Ï	Ô'Î�â É	Ê�Ë�Ì�Í�Î�Ï	âoÌÕÆ/ã	Ç3Ì�ÝiÌ�ÒiÌ�Ï	É	ÔêÉêã3Æ/Ï	Ô'Î�É	ÔñÉ	Ê�Ë�â2ã	Ù�Ñ'ÒiÆ/é�ÆúÉñÏ3Ì�Ò3É	Ï3Ì�×	Ï3Æ/é�Æ
Ð�ÏiÐ�Ò3É	Ê�Ðdó�ý�ý�ø��

Br(x) ç
Ê�Ð/Ö6Ñ	Ï	Ù�Î�â2×!È¡Ð�ÇdÇiÐ�Ý3É	Ù�Í�Ð

r
Í,Ú3Ì�Ï	Î�Ç3Æ�ÖqËoÎ�Æ/Ó	Ñ�Ì

x ∈ R
n.
SUÍ�Ò3É

M ⊆ R
n çÏ3Ì�Ñ�Æ/Î�Æ/Ç3Æ�ÌOÖ6Ï3Æ�ä!Ì�Í�Î�Ë�Æ	ÛiÎ�Æ

cl{M} ç Ê�Ð/Ö6â2Ñ'Ð�Ï	É3ÌOÖ6Ï3Æ�ä!Ì�Í�Î�Ë#Ð
M
Û

con(M)
def
= {x : x = λx1, x1 ∈M, λ > 0};

LinM
def
= cl{conM − conM},

〈x, y〉 ç Í�Ñ'Ð�Ò3Ô'Ç	Ï3Æ�Ì¡ã	Ç3Æ/É	Ê�Ë�Ì�ÝiÌ�Ï	É3Ì?Ë�Ì�Ñ	Î�Æ/Ç3Æ/Ë
x, y ∈ R

n.
SUÍ�Ò3É

a : Rn → 2Y ç Ö6Ï3Æ/é�Æ/Ê�ÏiÐ�Ó	Ï3Æ�Ì
Æ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É3Ì�ÛiÎ�Æ

graf(a)
def
= {(x, y) : y ∈ a(x)}.

IoÝ3Ï3Æ/Ê�ÏiÐ�Ó	Ï3Æ�ÌðÆ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É3Ì
y : Rn → R

m ÏiÐ�Ê�â2Ë#Ð/Ì�Î�Í�Ô��������������� "!$#�%&��%'��()��*+�,! Ö6Ï3Æ/é�Æ�Þ
Ê�ÏiÐ�Ó	Ï3Æ/é�Æ¡Æ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É	Ô

a : Rn → 2R
m
,
ã	Ç3Æ�Ü#Æ�Ý3Ô ß Ì�×ðÓ3Ì�Ç3Ì�Ê[Î�Æ/Ó	Ñ	Ù (x0, y0) ∈ graf(a)

é�ÇiÐ/ØXÉ	Ñ'Ð'Û
Ì�Í�Ò3É²Í�Ù ß Ì�Í�Î�Ë�Ù�Ì�Î?Î/Ð�Ñ'Ð�Ô²Æ/Ñ	Ç3Ì�Í�Î�Ï3Æ�Í�Î�á U(x0)

Î�Æ/Ó	Ñ	É
x0,

Ó	Î�Æ

y(x) ∈ a(x) (∀x ∈ dom(a) ∩ U(x0)).

-/.10�2�342�542�6171298^ó :	Û<;�å�õ3ý�ô�ø&=6è[Ù�Í�Î�á
z0 := (x0, y0) ∈ graf(a),

é�ÝiÌ
a : Rn → 2R

m ç Ö6Ï3Æ�Þ
é�Æ/Ê�ÏiÐ�Ó	Ï3Æ�ÌOÆ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É3Ì�åCI¯Ï3Æ¤ÏiÐ�Ê�â2Ë#Ð/Ì�Î�Í�Ô?>�#�%A@�B��,��C�>�D)C�E�%A@� "!F�����,���)()��G���C

z0,
Ì�Í�Ò3ÉqÍ�Ù ß Ì�Þ

Í�Î�Ë�Ù �KÎ¡Î/Ð�Ñ	É3ÌdÓ	É3Í�Ò�Ð
α1 > 0

Û
α2 > 0

Û
L > 0,

Ó	Î�Æ

a(x1) ∩Bα2(y0) ⊆ a(x2) + L‖x1 − x2‖B1(0) (∀x1, x2 ∈ Bα1(x0)).



ô�ô � ���#����"
�'$�� 7��¤7

SUÍ�Ò3É
K ⊆ R

n ç Ñ�Æ/Ï	Ù�Í�Û3Î�Æ

K∗ := {y ∈ R
n : 〈y, x〉 > 0 (∀x ∈ K)}.

-/.10�2�342�542�61712��æó :	Û4;�å�ù�ö�
�ø&=�� � # � (/%&������ "! �����
	�#A�,!�� ��� *+���üÖ6Ï3Æ�ä!Ì�Í�Î�Ë#Ð
M ⊆ R

n Ë
Î�Æ/Ó	Ñ�Ì

x0 ∈ cl{M} ÏiÐ�Ê�â2Ë#Ð/Ì�Î�Í�Ô�Ö6Ï3Æ�ä!Ì�Í�Î�Ë�ÆªË�É'Ý�Ð

CM (x) ≡
{
v ∈ R

n : lim
λ↓0, x∈M
x→x0

d
(
v, λ−1(M − x)

)
= 0

}
.

��Î�ÆúÆ/Ê�ÏiÐ�ÓiÐ/Ì�Î�Û2Ó	Î�Æ
x ∈ CM (x0)

ËúÎ�Æ�ÖRÉêÎ�Æ�Ò3á�Ñ�ÆúËúÎ�Æ�ÖAÍ�Ò3Ù�ÓiÐ/Ì�Û�Ì�Í�Ò3ÉêÝ	Ò3Ô®Ò �[à/â8Üñã3Æ�Í�ÒiÌ�Þ
ÝiÆ/Ë#Ð�Î�Ì�Ò3á�Ï3Æ�Í�Î�Éfã3Æ�ÒiÆ�ä¡É	Î�Ì�Ò3á�Ï	â8ÜêÓ	É3Í�Ì�Ò {λk}

Û�Í�Ü#Æ�Ý3Ô ß Ì�×3Í�ÔñÑñÏ	Ù�Ò �¤Û,É®ã3Æ�Í�ÒiÌ�ÝiÆ/Ë#Ð�Î�Ì�Ò3á�Ï3Æ�Í�Î�É
{xk} ⊂ M,

Í�Î�Ç3Ì�Ö6Ô ß Ì�×3Í�Ô¨Ñ x0,
Í�Ù ß Ì�Í�Î�Ë�Ù�Ì�ÎqÎ/Ð�Ñ'Ð�Ô�ã3Æ�Í�ÒiÌ�ÝiÆ/Ë#Ð�Î�Ì�Ò3á�Ï3Æ�Í�Î�áÕÎ�Æ/Ó3Ì�Ñ {xk},

Í�Ü#Æ�Ý3Ô�Þ
ß Ð�Ô	Í�ÔðÑðÎ�Æ/Ó	Ñ�Ì x, Ó	Î�Æ?Í�ã	ÇiÐ�Ë�Ì�Ý	Ò3É	Ë�Æ?Ë�Ñ'Ò �KÓ3Ì�Ï	É3Ì

x0 + λkxk ∈M (∀ k ∈ N).
cXÖ,Ì�Ì�ÎªÖ,Ì�Í�Î�ÆªÍ�ÒiÌ�Ý3Ù � ß É	×ðÇ3Ì�Ê�Ù�Ò3á�Î/Ð�Î�û Í�Ö2åFó :	Û	Í�å'õ#ù
�'Û3Í�ÒiÌ�ÝiÍ�Î�Ë�É3Ì�:�ø þ�å

��Ã��ixvÃ��KsñBiE��¯ 3�����
M1

�
M2 �

$C��1� 3����0[�d
����6�	$� C��0[�[1 - �C�6$ - �?������
��ª1#" - ����"���$C����
��
R
n

�����	�C� * ��� - �����	�
x0 ∈M1 ∩M2, CM1(x0)− CM2(x0) = R

n,
� -

CM1(x0) ∩ CM2(x0) ⊆ CM1∩M2(x0).
-/.10�2�342�542�61712��fó �'Û1;�åv÷�
/ô�ø&= > - $� 3�

K
$���
�02
�������� � D)� ( *+�,! ! ����� %'#A(/@��

M
@ ()��G�� %

x ∈ M,
�����	� �� ��ª������
� 3���®����� - � - � - � "����?��$	�C�

r : U → R
n,
- 1#"{���{���C��$	$ - ��
ë$C��� - � - " - �

- �#"{������$ - ������$� ��
�
U
* ��� -

x+ x+ r(x) ∈M,
�����	�

x ∈ K ∩ U � r(x)

‖x‖ → 0
1#"��

x→ 0.

-/.10�2�342�542�61712��<=
 RÐ�Î�Ì�Ç
K
ÏiÐ�Ê�â2Ë#Ð/Ì�Î�Í�Ô?��%'> * %�*+ 4@��� "!dÛ'Ì�Í�Ò3É

r
Ï3Ì�ã	Ç3Ì�Ç	â2Ë�Ï3Æ	å! RÐ�Î�Ì�Ç

KÏiÐ�Ê�â2Ë#Ð/Ì�Î�Í�ÔF#A( *+�#" � B�C!$%$4%�* %'��E�C *&	 %&!  "!dÛ�Ì�Í�Ò3É
r
Í�Î�Ç3Æ/é�ÆúÝ3É3ØdØdÌ�Ç3Ì�Ï	Ú	É	Ç	Ù�Ì�Ö,ÆüËëÏ	Ù�ÒiÌ�Û�Î�å2Ì�å

Ý	Ò3ÔëÊ�Ð�Ý�Ð�Ï	Ï3Æ/é�Æ
ε > 0

Ö,Æ�ä¡Ï3Æ�ÏiÐ�×	Î�ÉüÎ/Ð�Ñ�Æ�Ì
δ > 0,

Ó	Î�Æ ‖r(x1) − r(x2)‖ < ε‖x1 − x2‖
Ý	Ò3Ô

x1, x2 ∈ Bδ(0) ⊆ U.-/.10�2�342�542�61712('²ó ö'Û ;�å#ù�÷�ø&='è[Ù�Í�Î�á
f : U → R ç Ò3É	ã	È!É	Ú3Ì�Ë#Ð�ÔªØXÙ�Ï	Ñ	Ú	É	Ô?ËOÆ/Ñ	Ç3Ì�Í�Î�Ï3Æ�Í�Î�É UÊ�Ð�Ý�Ð�Ï	Ï3Æ/×üÎ�Æ/Ó	Ñ	É

x0 ∈ R
n,
É
x ∈ R

n ç ã	Ç3Æ/É	Ê�Ë�Æ�Ò3á�Ï	â2×®Ë�Ì�Ñ	Î�Æ/Ç�å*),+��-+-./%'������/ > *+��C10 @���B�����/
� ��� *+���qØXÙ�Ï	Ñ	Ú	É	É

f
ËtÎ�Æ/Ó	Ñ�Ì

x0
ã3ÆªÏiÐ�ã	ÇiÐ�Ë/ÒiÌ�Ï	É��

x
Û�Æ�à�Æ/Ê�ÏiÐ�ÓiÐ/Ì�ÖUÐ�Ô

f ′C(x0, x)
Û�Æ/ã	Ç3Ì�ÝiÌ�Ò3Ô	Ì�Î�Í�Ô

ØdÆ/Ç3Ö6Ù�ÒiÆ/×

f ′C(x0, x) = lim sup
x→x0,
λ↓0

f(x+ λx)− f(x)

λ
.

-/.10�2�342�542�61712�2²ó ö�ø&=435	6+�B�C!$%$4%�* %'��E�C������,!7� ��� *+���OÒiÆ/Ñ'Ð�Ò3á�Ï3ÆdÒ3É	ã	È!É	Ú3Ì�Ë�Æ/×íØXÙ�Ï	Ñ	Ú	É	É
f :

R
n → R

Ë¡Î�Æ/Ó	Ñ�Ì
x0
ÏiÐ�Ê�â2Ë#Ð/Ì�Î�Í�Ô²Ö6Ï3Æ�ä!Ì�Í�Î�Ë�Æ

∂Cf(x0) =
{
x∗ ∈ R

n : f ′C(x0, x) > 〈x∗, x〉 (∀x ∈ R
n)
}
.

-/.10�2�342�542�6171298fó ÷	Û1;�å8ý�ù�ö�ø&=�_OÙ�Ï	Ñ	Ú	É	Ô
g : Rn → R

ÏiÐ�Ê�â2Ë#Ð/Ì�Î�Í�Ô #A( *+�#" � B�C!$%$4%�* %'��E�C
:
*&	 %&! �-; @ ()��G�� %

x0,
Ì�Í�Ò3É^Ý	Ò3Ô�Ò �[à�Æ/é�Æ

ε > 0
Í�Ù ß Ì�Í�Î�Ë�Ù�Ì�Î�Î/Ð�Ñ'Ð�ÔúÆ/Ñ	Ç3Ì�Í�Î�Ï3Æ�Í�Î�á V Î�Æ/Ó	Ñ	É

x0,Ó	Î�Æ
∣∣g(y)− g(z) − 〈g′(x0), y − z〉

∣∣ 6 ε‖y − z‖ (∀ y, z ∈ V ),
é�ÝiÌ

g′(x0) ∈ R
n ç é�ÇiÐ�Ý3É3Ì�Ï	ÎtØXÙ�Ï	Ñ	Ú	É	É

g
Ë¡Î�Æ/Ó	Ñ�Ì

x0
å



��� - ��$ - �¨��� - "{����� - $C���'
�$	0����2 	$	�
		�
���í
¡$C����������� - �L���� ��#��� ô�ö

� E��Ow'x5���
��ÄUÅ����qÃ#xvÃ#z��vÅvx
	�Ã����¡Ã�
�s	w'x��

Z ì Î�Æ�ÖüÇiÐ�Ê�ÝiÌ�ÒiÌdã3Æ�Í�Î�Ç3Æ�Ì�Ï	â Í�Î�Ç3Æ/é�Æ¡Ý3É3ØdØdÌ�Ç3Ì�Ï	Ú	É	Ç	Ù�Ì�Ö6âoÌdÈ¡Ð�Î�Ç	â Ý	Ò3ÔqÖ6Ï3Æ�ä!Ì�Í�Î�Ë3Û�Ê�Ð�Ý�Ð�Ë#Ð�Þ
Ì�Ö6â8ÜÕÏ3Ì�é�Ò�Ð�Ý3Ñ	É3Ö6ÉúÆ/é�ÇiÐ�Ï	É	Ó3Ì�Ï	É	Ô	Ö6É^Î�É	ãiÐtÇiÐ�Ë�Ì�Ï3Í�Î�Ë#Ð'å�è[Ç	É	Ë�Ì�ÝiÌ�Ï3ÆðÝiÆ�Í�Î/Ð�Î�Æ/Ó	Ï3Æ�Ì?Ù�Í�ÒiÆ/Ë�É3Ì�ÛFã	Ç	É
Ñ�Æ/Î�Æ/Ç3Æ�ÖLã3Ì�Ç3Ì�Í�Ì�Ó3Ì�Ï	É3ÌªÍ�Î�Ç3Æ/é�ÆíÝ3É3ØdØdÌ�Ç3Ì�Ï	Ú	É	Ç	Ù�Ì�Ö6â8Ü�È¡Ð�Î�Ç3Æ/ËqÔ'Ë/Ò3Ô	Ì�Î�Í�Ô^Í�Î�Ç3Æ/é�ÆíÝ3É3ØdØdÌ�Ç3Ì�Ï	Ú	É'Þ
Ç	Ù�Ì�Ö6âoÖüÈ¡Ð�Î�Ç3Æ�Ö2å

�ðxvÃ/Ä�� ���¨Ã#zvÅvÃ BiE �¯ 3�����
M := {x ∈ Rn : g(x) = 0}, ���{� g �

����" - � - ��� � �d���
"{��$
		�#"3 3����� � �2 	$	�
		�
�ò
 � - �/�3�

x0
*
g(x0) = 0

�
g′(x0) 6= 0

7ª+�- ����� 1 - ��1#" - ����"���$C����
 -
H := {x ∈ R

n : 〈g′(x0), x〉 = 0} �'
��
������� ������" - � - ��� � �d��"{��$
		�#"3 3���60o���?����" - �^���
�q�6$ - �?���
����
��

M

í� - �/�3�

x0.

C
èXÆ�Í�Ñ�Æ�Ò3á�Ñ	Ù

g′(x0) 6= 0
Û	Î�Æ¤ÏiÐ�×'ÝiÌ�Î�Í�ÔqÎ/Ð�Ñ�Æ/×²Ë�Ì�Ñ	Î�Æ/Ç

w
Û ‖w‖ = 1,

Ó	Î�Æ

〈g′(x0), w〉 < 0.

QvÐ�ÑqÑ'Ð�Ñ
g
Í�Î�Ç3Æ/é�Æ¡Ý3É3ØdØdÌ�Ç3Ì�Ï	Ú	É	Ç	Ù�Ì�ÖUÐ'Û	Î�Æ?Í�Ù ß Ì�Í�Î�Ë�Ù�Ì�Î?Î/Ð�Ñ'Ð�Ô²ØXÙ�Ï	Ñ	Ú	É	Ô R(x) = o(x),

Ó	Î�Æ

g(x0 + x) = g(x0) + 〈g′(x0), x〉+R(x). (2.1)

èXÆ�ÒiÆ�ä¡É3Ö
ω(λ) = sup{R(x) : ‖x‖ 6 λ} å!I¯Ó3Ì�Ë�É'Ý3Ï3Æ	ÛXÓ	Î�Æ ω(λ)

Ö,Æ/Ï3Æ/Î�Æ/Ï	Ï3Æ Ï3Ì�Ù'à/â2Ë#Ð/Ì�Î�Û
ω(λ)/λ→ 0

ã	Ç	É
λ→ 0

É
R(x) 6 ω(‖x‖). SUÍ�Ò3É x ∈ H

É
µ > 0

Û	Î�Æ¡É	Êªû ÷'å�ý�þ�ã3Æ�Ò3Ù�Ó	É3Ö

g(x0 + x+ µ‖x‖w) = g(x0) + 〈g′(x0), x+ µ‖x‖w〉 +R(x+ µ‖x‖w)

6 ‖x‖µ〈g′(x0), w〉 + ω(‖x‖(1 + µ‖w‖)) = ‖x‖
[
µ〈g′(x0), w〉 +

ω(‖x‖(1 + µ‖w‖))
‖x‖

]
.

Z�âoà�Ì�Ç3Ì�Ö
δ1 > 0

ÏiÐ/Í�Î�Æ�Ò3á�Ñ�ÆªÖUÐ�Ò3âoÖ2Û3Ó	Î�Æ�à/âæË�â2ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É3ÌOË?Ñ	Ë#Ð�Ý3ÇiÐ�Î�Ï	â8Ü²Í�Ñ�Æ�à/Ñ'Ð�Ü²Í�Î/Ð�ÒiÆªÖ,Ì�Ï	á/Þ
È¤Ì�Û'Ó3Ì�Ö 1

2µ〈g′(x0), w〉,
Ñ�Æ/é�Ý�Ð ‖x‖ 6 δ1.

Q{Æ/é�Ý�Ð?Ë�â2ã3Æ�Ò3Ï	Ô �KÎ�Í�Ô²Æ/Ú3Ì�Ï	Ñ	É

g(x0 + x+ µ‖x‖w) 6 1

2
µ‖x‖〈g′(x0), w〉 < 0 (∀x ∈ H ∩Bδ1(0), x 6= 0). (2.2)

j¯ÏiÐ�ÒiÆ/é�É	Ó	Ï3ÆªÍ�Ù ß Ì�Í�Î�Ë�Ù�Ì�Î?Î/Ð�Ñ�Æ�ÌdÓ	É3Í�ÒiÆ δ2 > 0
Û	Ó	Î�Æ

g(x0 + x− µ‖x‖w) > 0, x ∈ H ∩Bδ2(0), x 6= 0. (2.3)

èXÆ�ÒiÆ�ä¡É3Ö
δ = min{δ1, δ2}.

MdÒ3ÔñØXÉ	Ñ�Í�É	Ç3Æ/Ë#Ð�Ï	Ï3Æ/é�Æ
x ∈ H ∩ Bδ(0)

ÇiÐ/Í�Í�Ö,Æ/Î�Ç	É3ÖïØXÙ�Ï	Ñ	Ú	É��
q(x, β) := g(x0 + x+ β‖x‖w) ÏiÐ¡Í�Ì�é�Ö,Ì�Ï	Î�Ì [−µ, µ]. c[ÊdÍ�Æ�Æ/Î�Ï3Æ/È¤Ì�Ï	É	×ëû ÷'å ÷�þ��Cû ÷'å ù�þ8Í�ÒiÌ�Ý3Ù�Ì�Î�Û3Ó	Î�Æ
q(x, µ) < 0

Û
q(x,−µ) > 0

å8kUÒiÌ�ÝiÆ/Ë#Ð�Î�Ì�Ò3á�Ï3Æ	Û�Í�Ù ß Ì�Í�Î�Ë�Ù�Ì�Î¨Î/Ð�Ñ'Ð�ÔñÎ�Æ/Ó	Ñ'Ð β(x) ∈ [−µ, µ], Ó	Î�Æ
q(x, β(x)) = 0

å2Q{Ì�ã3Ì�Ç	áüã3Æ/Ñ'Ð�ä!Ì�Ö2Û2Ó	Î�ÆúÎ�Æ/Ó	Ñ'Ð
β(x)

Æ/ã	Ç3Ì�ÝiÌ�Ò3Ô	Ì�Î�Í�ÔLÆ�Ý3Ï3Æ/Ê�ÏiÐ�Ó	Ï3Æ	å�MdÒ3Ô ì Î�Æ/é�Æ
Í�ÏiÐ�ÓiÐ�Ò�Ð[Ê�Ð/Ö,Ì�Î�É3Ö2Û�Ó	Î�Æ[Ý	Ò3Ô¡ØXÉ	Ñ�Í�É	Ç3Æ/Ë#Ð�Ï	Ï3Æ/é�Æ

x
ØXÙ�Ï	Ñ	Ú	É	Ô

q(x, β)
Ö,Æ/Ï3Æ/Î�Æ/Ï	Ï3ÆXÙ'à/â2Ë#Ð/Ì�ÎOÆ/Î�Ï3Æ�Í�É'Þ

Î�Ì�Ò3á�Ï3Æ
β
å�M!Ì�×3Í�Î�Ë�É	Î�Ì�Ò3á�Ï3Æ	Û�ã3Æ�Í�Ñ�Æ�Ò3á�Ñ	Ù

g
Í�Î�Ç3Æ/é�ÆKÝ3É3ØdØdÌ�Ç3Ì�Ï	Ú	É	Ç	Ù�Ì�ÖUÐKË

x0
Û�Î�Æ¯Ý	Ò3ÔOÊ�Ð�Ý�Ð�Ï	Ï3Æ/é�Æ

ε
Û

0 < ε < |〈g′(x0), w〉|
ÛiÉíÝiÆ�Í�Î/Ð�Î�Æ/Ó	Ï3ÆtÖUÐ�Ò3â8Ü

x 6= 0
É3Ö,Ì�Ì�Ö

lim sup
τ↓0

q(x, β + τ)− q(x, β)

τ

= lim sup
τ↓0

g(x0 + x+ (β + τ)‖x‖w)− g(x0 + x+ β‖x‖w)
τ

6 ‖x‖
(
〈g′(x0), w〉+ ε

)
< 0.

I¯Î�Í��8Ý�ÐüÍ�ÒiÌ�Ý3Ù�Ì�Î�Û2Ó	Î�ÆüØXÙ�Ï	Ñ	Ú	É	Ô
q(x, β)

Ö,Æ/Ï3Æ/Î�Æ/Ï	Ï3Æ®Ù'à/â2Ë#Ð/Ì�Î®Æ/Î�Ï3Æ�Í�É	Î�Ì�Ò3á�Ï3Æ
β
É�Û2Í�ÒiÌ�ÝiÆ/Ë#Ð�Þ

Î�Ì�Ò3á�Ï3Æ	Û
β(x)

Æ/ã	Ç3Ì�ÝiÌ�Ò3Ô	Ì�Î�Í�ÔñÆ�Ý3Ï3Æ/Ê�ÏiÐ�Ó	Ï3Æ	å8ÿFÐ/Ö,Ì�Î�É3ÖòÎ/Ð�Ñ	ä!Ì�ÛUÓ	Î�Æ
β(x) → 0

ã	Ç	É
x → 0.

Q{Ì�Þ
ã3Ì�Ç	áÕÆ/ã	Ç3Ì�ÝiÌ�Ò3É3ÖWÆ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É3Ì

r
Í�ÒiÌ�Ý3Ù � ß É3ÖæÆ�à/ÇiÐ�Ê�Æ�Ö � r(x) = ρ(x)w

Ý	Ò3Ô�Ò �[à/â8Ü
x ∈ R

n Û



ö
� � ���#����"
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é�ÝiÌ
ρ(x) = β(PrH(x))‖PrH(x)‖ åFÿiÝiÌ�Í�á PrH ç Æ/ã3Ì�ÇiÐ�Î�Æ/Ç�ã	Ç3Æ�Ì�Ñ	Î�É	Ç3Æ/Ë#Ð�Ï	É	ÔÕÏiÐªã3Æ�Ý3ã	Ç3Æ�Í�Î�ÇiÐ�Ï'Þ

Í�Î�Ë�Æ
H.

èXÆ�Æ/ã	Ç3Ì�ÝiÌ�ÒiÌ�Ï	É��
r
Ý	Ò3Ô^ÝiÆ�Í�Î/Ð�Î�Æ/Ó	Ï3Æ^ÖUÐ�Ò3â8Ü

x ∈ H
É3Ö,Ì�Ì�Ö

g(x0 + x + r(x)) = 0
å

NXÌ�Î�Ç	Ù�Ý3Ï3Æ¡ÝiÆ/Ñ'Ð�Ê�Ð�Î�áªÎ/Ð�Ñ	ä!Ì�Û3Ó	Î�Æ

lim
x→0

‖r(x)‖
‖x‖ = 0.

NdÐ�Ñ�Æ/Ï3Ì�Ú¤ÝiÆ/Ñ'Ð�ä!Ì�Ö2Û�Ó	Î�Æ[Æ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É3Ì
r
Í�Î�Ç3Æ/é�ÆKÝ3É3ØdØdÌ�Ç3Ì�Ï	Ú	É	Ç	Ù�Ì�Ö,ÆKË[Ï	Ù�ÒiÌ�å�MdÒ3ÔdÒ �[à�Æ/é�Æ

ε > 0ÏiÐ�×'ÝiÌ�Î�Í�ÔqÎ/Ð�Ñ�Æ�ÌdÓ	É3Í�ÒiÆ
δ > 0,

Ó	Î�Æ¤Ý	Ò3ÔíÒ �[à/â8Ü
x1, x2 ∈ H ∩Bδ(0)

É3Ö,Ì�Ì�ÎtÖ,Ì�Í�Î�Æ

|〈g′(x0), (ρ(x1)− ρ(x2))w〉|
= |g(x0 + x1 + ρ(x1)w) − g(x0 + x2 + ρ(x2)w) − 〈g′(x0), x1 − x2 + (ρ(x1)− ρ(x2))w〉|

6 ε(‖x1 − x2‖+ ‖w‖|ρ(x1)− ρ(x2)|).
èXÆ�Í�Ñ�Æ�Ò3á�Ñ	Ù ‖w‖ = 1,

Î�Æ¤ã3Æ�Ò3Ù�Ó	É3Ö

|ρ(x1)− ρ(x2)| 6
ε

|〈g′(x0), w〉| − ε
‖x1 − x2‖.

Q{Ì�ã3Ì�Ç	á3ÛiÌ�Í�Ò3É
x1, x2 ∈ Bδ(0)

Û3Î�Æ

|ρ(x1)− ρ(x2)| 6
ε

|〈g′(x0), w〉| − ε
‖PrH(x1)− PrH(x2)‖ 6

ε

|〈g′(x0), w〉| − ε
‖x1 − x2‖. �

�ðxvÃ/Ä�� ���¨Ã#zvÅvÃ � û Æ!ã3Ì�Ç3Ì�Í�Ì�Ó3Ì�Ï	É	ÉqÍ�Î�Ç3Æ/é�Æ!Ý3É3ØdØdÌ�Ç3Ì�Ï	Ú	É	Ç	Ù�Ì�Ö6â8ÜíÈ¡Ð�Î�Ç3Æ/Ë�þ E5�¯ 3�����¡
�021� 	���
�	0[�í
����6�	$� C��0[�í� - $� 3��0

K1
�
K2

�'
��
���O��� � ����" - � - ��� � �d��"{��$
		�#"3 3���60o�6� �?����"����6�ë���
�
�6$ - �?������


M1 ⊆ R
n � M2 ⊆ R

n � -�- ��
'��������
'��$	$ - 
ë� - �/�3�
x0 ∈ M1 ∩M2.

�o"{����1 - � - �¡�3�
�����	�?� * ��� -

K1 −K2 = R
n. (2.4)

+�- �����q� - $� 3�
Q := K1 ∩ K2

�'
��
������� �ñ����" - � - ��� � �d��"{��$
		�#"3 3���60o� �?����" - �æ� - �6$ - �?������
� 
M :=M1 ∩M2


í� - �/�3�
x0.

C
k�ÏiÐ�ÓiÐ�Ò�Ð[ã3Æ/Ñ'Ð�ä!Ì�Ö2Û�Ó	Î�Æ[Í�Ù ß Ì�Í�Î�Ë�Ù �KÎKÎ/Ð�Ñ	É3Ì8ã3Æ�ÒiÆ�ä¡É	Î�Ì�Ò3á�Ï3ÆOÆ�Ý3Ï3Æ/Ç3Æ�Ý3Ï	âoÌ2É!Ò3É	ã	È!É	Ú3Ì�Ë�âoÌ

Æ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É	Ô
P1 : R

n → K1
Û
P2 : R

n → K2
Û#Ó	Î�ÆOÝ	Ò3Ô?Ò �[à�Æ/é�Æ

x ∈ R
n É3Ö,Ì�Ì�Î¡Ö,Ì�Í�Î�Æ!ÇiÐ�Ë�Ì�Ï3Í�Î�Ë�Æ

x = P1(x)− P2(x). (2.5)

èXÆ�ÒiÆ�ä¡É3Ö
a(x) := {y ∈ K1 : (y − x) ∈ K2}.

cXÖ,Ì�Ô ËüË�É'Ý3Ù Í�Æ�Æ/Î�Ï3Æ/È¤Ì�Ï	É3Ìêû ÷'å õ�þ�Û8ÒiÌ�é�Ñ�ÆüÊ�Ð/Ö,Ì�Î�É	Î�á3ÛoÓ	Î�Æ
a ç Ö6Ï3Æ/é�Æ/Ê�ÏiÐ�Ó	Ï3Æ�ÌúÆ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É3Ì

ÍoË�â2ã	Ù�Ñ'Ò3âoÖúÊ�Ð/Ö6Ñ	Ï	Ù�Î�âoÖ^é�ÇiÐ/ØXÉ	Ñ�Æ�Ö^É
dom(a) = R

n.
kUÒiÌ�ÝiÆ/Ë#Ð�Î�Ì�Ò3á�Ï3Æ	Û'Ë!Í�É'Ò3Ùqó�ý�:	Û�ã	Ç3Ì�Ý	ÒiÆ�ä!Ì�Þ

Ï	É3ÌXõ3å ÷�øvÍ�Ù ß Ì�Í�Î�Ë�Ù�Ì�Î?Î/Ð�Ñ�Æ�ÌXÒ3É	ã	È!É	Ú3Ì�Ë�Æ?ã3Æ�ÒiÆ�ä¡É	Î�Ì�Ò3á�Ï3ÆtÆ�Ý3Ï3Æ/Ç3Æ�Ý3Ï3Æ�Ì!Æ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É3Ì P1,
Ó	Î�Æ

P1(x) ∈ a(x) (∀x ∈ R
n).

èXÆ�ÒiÆ�ä¡É3Ö
P2(x) = P1(x)− x.

I¯Ó3Ì�Ë�É'Ý3Ï3Æ	Û	Ó	Î�Æ¤Æ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É3Ì
P2
Ò3É	ã	È!É	Ú3Ì�Ë�Æ¤Éðã3Æ�ÒiÆ�ä¡É	Î�Ì�Ò3á�Ï3Æ

Æ�Ý3Ï3Æ/Ç3Æ�Ý3Ï3Æ	Û�É
P2(x) ∈ K2

Ý	Ò3Ô!Ò �[à�Æ/é�Æ
x ∈ R

n.
QvÐ�Ñ	É3Ö¨Æ�à/ÇiÐ�Ê�Æ�Ö2Û�Í�Æ�Æ/Î�Ï3Æ/È¤Ì�Ï	É3ÌOû ÷'å :�þ�ÝiÆ/Ñ'Ð�Ê�Ð�Ï3Æ	å

c[Î/Ð�Ñ�ÛiÍ�Ù ß Ì�Í�Î�Ë�Ù �KÎ¡Î/Ð�Ñ	É3ÌdÓ	É3Í�Ò�Ð L1 > 0
Û
L2 > 0,

Ó	Î�Æ

‖P1(x1)− P1(x2)‖ 6 L1‖x1 − x2‖, ‖P2(x1)− P2(x2)‖ 6 L2‖x1 − x2‖ (∀x1, x2 ∈ R
n).

a[Ç3Æ�Ö,Ì!Î�Æ/é�Æ	Ûiã3Æ�Í�Ñ�Æ�Ò3á�Ñ	Ù²Ñ�Æ/Ï	Ù�Í�â
K1

É
K2

Ô'Ë/Ò3Ô �KÎ�Í�Ô²È¡Ð�Î�ÇiÐ/Ö6É�ÛiÎ�ÆtÍ�Ù ß Ì�Í�Î�Ë�Ù �KÎªÎ/Ð�Ñ	É3Ì¤Æ/Î�Æ�à�Þ
ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É	Ô

ϕi : U → R
Û'é�ÝiÌ

ϕi(x) := x0 + x+ ri(x),
ri(x)

‖x‖ → 0, i = 1, 2
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û Æ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É	Ô
ri
Û
i = 1, 2,

Í�Î�Ç3Æ/é�Æ[Ý3É3ØdØdÌ�Ç3Ì�Ï	Ú	É	Ç	Ù�Ì�Ö6â®Ë[Ï	Ù�ÒiÌ�þ{É¡Ó	É3Í�ÒiÆ
δ > 0,

Ó	Î�Æ
ϕi(x) ∈MiÝ	Ò3ÔtÒ �[à�Æ/é�Æ

x ∈ Q ∩Bδ(0).Q{Ì�ã3Ì�Ç	áªÇiÐ/Í�Í�Ö,Æ/Î�Ç	É3ÖñÍ�É3Í�Î�Ì�Ö6ÙíÙ�ÇiÐ�Ë�Ï3Ì�Ï	É	×�Û3Ê�Ð�ã	É3Í�Ð�ËªÌ�ÌXË¡Ë�Ì�Ñ	Î�Æ/Ç	Ï3Æ/×�ØdÆ/Ç3Ö,Ì

q(x, y) := ϕ1(x+ P1(y))− ϕ2(x+ P2(y)) = 0. (2.6)

`KÓ	É	Î�â2Ë#Ð�ÔqÍ�Æ�Æ/Î�Ï3Æ/È¤Ì�Ï	É3Ìtû ÷'å :�þ�Û	Ê�Ð�ã	É	È¤Ì�ÖüÙ�ÇiÐ�Ë�Ï3Ì�Ï	É3Ìtû ÷'å ��þ�Ë¡Ë�É'ÝiÌ

q(x, y) = y + r1(x+ P1(y))− r2(x+ P2(y)) = 0. (2.7)

èXÆ/Ñ'Ð�ä!Ì�Ö2ÛvÓ	Î�ÆqÙ�ÇiÐ�Ë�Ï3Ì�Ï	É3Ì�û ÷'å 
�þ[Ù�ÝiÆ/Ë/ÒiÌ�Î�Ë�Æ/Ç#Ô	Ì�Î�Ë�Í�Ì�ÖLÎ�Ç3Ì�à�Æ/Ë#Ð�Ï	É	Ô	ÖWÎ�Ì�Æ/Ç3Ì�Ö6âAÆqÏ3Ì�Ô'Ë�Ï	â8Ü
ØXÙ�Ï	Ñ	Ú	É	Ô�ÜíÉ	Ê?ó ÷'Û3Í�åFý��'ý�ø�å�M!Ì�×3Í�Î�Ë�É	Î�Ì�Ò3á�Ï3Æ	ÛiÉ3Ö,Ì�Ì�Ö

a) q ç Ï3Ì�ã	Ç3Ì�Ç	â2Ë�Ï3Æ�ÌOÆ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É3ÌOÉ
q(0, 0) = 0;

b)
Ý	Ò3Ô¨Ò �[à�Æ/é�Æ

ε > 0
ÏiÐ�×'Ý3Ù�Î�Í�ÔúÓ	É3Í�ÒiÆ

δ1 > 0
ÉëÆ/Ñ	Ç3Ì�Í�Î�Ï3Æ�Í�Î�á¨Ï	Ù�Ò3Ô

U
Î/Ð�Ñ	É3Ì�Û6Ó	Î�Æ�Ì�Í�Ò3É

x ∈ U
É ‖y′‖ 6 δ1, ‖y′′‖ 6 δ1

Û	Î�Æ

‖q(x, y′)− q(x, y′′)− (y′ − y′′)‖ 6 ε‖y′ − y′′‖.
kUÒiÌ�ÝiÆ/Ë#Ð�Î�Ì�Ò3á�Ï3Æ	Û�Í�Æ/é�Ò�Ð/Í�Ï3Æ?Ë�â2È¤Ì�Ù�Ñ'Ð�Ê�Ð�Ï	Ï3Æ/×²Î�Ì�Æ/Ç3Ì�Ö,ÌdÍ�Ù ß Ì�Í�Î�Ë�Ù �KÎ¡Ó	É3Í�ÒiÆ C > 0

Û	Æ/Ñ	Ç3Ì�Í�Î�Ï3Æ�Í�Î�á
Ï	Ù�Ò3Ô

V
É²Æ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É3Ì

y(·) Û3Æ/ã	Ç3Ì�ÝiÌ�ÒiÌ�Ï	Ï3Æ�ÌdË ì Î�Æ/×²Æ/Ñ	Ç3Ì�Í�Î�Ï3Æ�Í�Î�É�Û3Î/Ð�Ñ	É3Ì�Û3Ó	Î�Æ

q(x, y(x)) = 0, ‖y(x)‖ 6 Cq(x, 0) (∀x ∈ V ).

I¯Î�Í��8Ý�Ð¡Í�ÒiÌ�Ý3Ù�Ì�Î�Û3Ó	Î�Æ
‖y(x)‖
‖x‖ → 0,

ã	Ç	É
x→ 0. (2.8)

èXÆ�ÒiÆ�ä¡É3Ö®Î�Ì�ã3Ì�Ç	á

ϕ(x) := ϕ1(x+ P1(y(x))) = x0 + x+ P1(y(x)) + r1(x+ P1(y(x))) = x0 + x+ r(x),

é�ÝiÌ
r(x) = P1(y(x)) + r1(x+ P1(y(x))).

c[Êðû ÷'å ô�þ2É²Î�Æ/é�Æ	ÛiÓ	Î�Æ
r1(x) = o(x),

Í�ÒiÌ�Ý3Ù�Ì�Î�ÛCÓ	Î�Æ
r(x)

Æ�à�Ò�Ð�Ý�Ð/Ì�ÎíÎ�Ì�Ö®ä!Ì¤Í�Ë�Æ/×3Í�Î�Ë�Æ�Ö2åCQvÐ�Ñ�Ñ'Ð�Ñ
K1

É
K2 ç

Ë�â2ã	Ù�Ñ'Ò3âoÌXÑ�Æ/Ï	Ù�Í�âdÛ3É3Ö,Ì�Ì�Ö

x+ P1(y(x)) ∈ K1, x+ P2(y(x)) ∈ K2 (∀x ∈ Q).

M¤Ð�ÒiÌ�Ì�Û	ã3Æ�Í�Ñ�Æ�Ò3á�Ñ	ÙðÑ�Æ/Ï	Ù�Í�â
K1

É
K2

Ô'Ë/Ò3Ô �KÎ�Í�ÔðÈ¡Ð�Î�ÇiÐ/Ö6É²Í�Æ�Æ/Î�Ë�Ì�Î�Í�Î�Ë�Ì�Ï	Ï3Æ?Ý	Ò3ÔqÖ6Ï3Æ�ä!Ì�Í�Î�Ë
M1É

M2
Û'Î�Æ¡ã	Ç	ÉíÝiÆ�Í�Î/Ð�Î�Æ/Ó	Ï3ÆtÖUÐ�Ò3â8Ü

x ∈ Q
É3Ö,Ì�Ì�Ö

ϕ(x) = ϕ1(x+ P1(y(x))) = ϕ2(x+ P2(y(x))) ∈M1 ∩M2.

IKÍ�Î/Ð�ÒiÆ�Í�áqÝiÆ/Ñ'Ð�Ê�Ð�Î�á3Û�Ó	Î�ÆqÆ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É3Ì
r
Í�Î�Ç3Æ/é�ÆíÝ3É3ØdØdÌ�Ç3Ì�Ï	Ú	É	Ç	Ù�Ì�Ö,ÆqËðÏ	Ù�ÒiÌ�åiMdÒ3Ô ì Î�Æ/é�ÆíÝiÆ�Þ

Í�Î/Ð�Î�Æ/Ó	Ï3Æ¡ÝiÆ/Ñ'Ð�Ê�Ð�Î�á3Û3Ó	Î�Æ¡Î/Ð�Ñ�Æ/Ë�âoÖñÔ'Ë/Ò3Ô	Ì�Î�Í�ÔqÆ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É3Ì
y(·) å�M!Ì�×3Í�Î�Ë�É	Î�Ì�Ò3á�Ï3Æ	ÛiÉ3Ö,Ì�Ì�Ö

y(x) + r1(x+ P1(y(x))) − r2(x+ P2(y(x))) = 0 (∀x ∈ V ).

I¯Î�Í��8Ý�Ð'Û6ã3Æ�Í�Ñ�Æ�Ò3á�Ñ	ÙëÆ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É	Ô
ri
Û
i = 1, 2,

Í�Î�Ç3Æ/é�Æ²Ý3É3ØdØdÌ�Ç3Ì�Ï	Ú	É	Ç	Ù�Ì�Ö6â ËÕÏ	Ù�ÒiÌ�ÛvÎ�Æ²Ý	Ò3Ô
Ê�Ð�Ý�Ð�Ï	Ï3Æ/é�Æ

ε > 0
Í�Ù ß Ì�Í�Î�Ë�Ù�Ì�ÎqÎ/Ð�Ñ'Ð�Ô^Æ/Ñ	Ç3Ì�Í�Î�Ï3Æ�Í�Î�á U ⊆ V

Ï	Ù�Ò3ÔFÛCÓ	Î�ÆtÝ	Ò3Ô�Ò �[à/â8Ü
x1, x2 ∈ UÍ�ã	ÇiÐ�Ë�Ì�Ý	Ò3É	Ë�âWÆ/Ú3Ì�Ï	Ñ	É

‖y(x1)− y(x2)‖ 6 ‖r1(x1 + P1(y(x1)))− r1(x2 + P1(y(x2)))‖
+ ‖r2(x1 + P2(y(x1))) − r2(x2 + P2(y(x2)))‖ 6 2ε(‖x1 − x2‖+ C‖y(x1)− y(x2)‖),
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é�ÝiÌ
C = max{L1, L2}.

I¯Î�Í��8Ý�Ð'Û

‖y(x1)− y(x2)‖ 6
2ε

1− 2εC
‖x1 − x2‖,

Î�å3Ì�å3Æ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É3Ì
y(·) Í�Î�Ç3Æ/é�Æ¡Ý3É3ØdØdÌ�Ç3Ì�Ï	Ú	É	Ç	Ù�Ì�Ö,Æ¡Ë¡Ï	Ù�ÒiÌ�å B

� �,Ã/Ä���w'ÂiÅvÃ¨BiE �¯ 3�����ª�6$ - �?������
 -
M

�������$ - ���C������� - �ð #"���
�$C��$	�	�

gi(x) = 0, i ∈ I0,

���{�
I0 �

� - $C���/$ - �8�6$ - �?������
 - �	$#�{���3� - 
 7 �¯ 3�����
x0 ∈M

� �2 	$	�
		�	�
gi(x)

����" - � - ��� � �d��"{��$��
		�#"3 3���60ò


x0
7 �o"{����1 - � - �¡�3� �����	�?� * ��� - ��"������C��$C��0

g′i(x0), i ∈ I0,
�	�	$C���	$ - $C��
���
��C���3�60 7

+�- �����ª1 - ��1#" - ����"���$C����
 -
H := {x ∈ R

n : 〈g′i(x0), x〉 = 0, i ∈ I0} �'
��
������� �ú����" - � - ��� � �d���"{��$
		�#"3 3���60o� �?����" - �ü�q�6$ - �?������
� 
M

í� - �/�3�

x0
7

� E ��Ã��ixvÃ��Ks �^zvÃ�y{Âiz���� � 	�z����vÅ�y��úÂ^zvÃ�� �,s#Ä�� �&��� ��	�uvs	Ã

Z ì Î�Æ�ÖAÇiÐ�Ê�ÝiÌ�ÒiÌ�ã	Ç	ÉêÏ3Ì�Ñ�Æ/Î�Æ/Ç	â8ÜêÝiÆ�Í�Î/Ð�Î�Æ/Ó	Ï	â8ÜêÙ�Í�ÒiÆ/Ë�É	Ô�ÜñÝiÆ/Ñ'Ð�Ê�Ð�Ï3Æ	Û8Ó	Î�Æ^Ó3Ì�Ç3Ì�Ê�Ò �[à/Ù �
Î�Æ/Ó	Ñ	Ùqé�ÇiÐ/ØXÉ	Ñ'Ð?Ö6Ï3Æ/é�Æ/Ê�ÏiÐ�Ó	Ï3Æ/é�ÆðÆ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É	ÔÕË�É'Ý�Ð²û�ý�å ÷�þ2ã	Ç3Æ�Ü#Æ�Ý3É	ÎtÝ3É3ØdØdÌ�Ç3Ì�Ï	Ú	É	Ç	Ù�Ì�ÖUÐ�Ô�Í�Ì�Þ
ÒiÌ�Ñ	Ú	É	Ô ì Î�Æ/é�ÆOÆ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É	ÔFå'è[Ç	Éªã3Æ�Ö,Æ ß ÉªÝ3É3ØdØdÌ�Ç3Ì�Ï	Ú	É	Ç	Ù�Ì�Ö6â8ÜªÍ�Ì�ÒiÌ�Ñ	Ú	É	×íÖ,Æ�ä¡Ï3Æ¤Ð�ã	ã	Ç3Æ/Ñ�Í�É'Þ
Ö6É	Ç3Æ/Ë#Ð�Î�á[Ö6Ï3Æ/é�Æ/Ê�ÏiÐ�Ó	Ï	Ù �êØXÙ�Ï	Ñ	Ú	É��ëÉdÉ3Í�Í�ÒiÌ�ÝiÆ/Ë#Ð�Î�áKÒiÆ/Ñ'Ð�Ò3á�Ï3Æ�Ì�ã3Æ/Ë�Ì�ÝiÌ�Ï	É3Ì ì Î�É'ÜOÆ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É	×�å
QvÐ�Ñ	É3ÌdÐ�ã	ã	Ç3Æ/Ñ�Í�É3ÖUÐ�Ú	É	É²ã	Ç3Æ/Ë�Ì�ÝiÌ�Ï	âLË!ÇiÐ/à�Æ/Î/Ð�Ü�ó :	Û�ý��	ÛCý�ý�ø�Û�é�ÝiÌ[Æ/Ï	ÉðÇ3Ì�Ð�Ò3É	Ê�Æ/Ë#Ð�Ï	â ÇiÐ�Ê�Ò3É	Ó	Ï	âoÖ6É
Ñ'Ð/Í�Ð�Î�Ì�Ò3á�Ï	âoÖ6É�Ñ�Æ/Ï	Ù�Í�Ð/Ö6É�å

ÿiÝiÌ�Í�á?É3Í�ã3Æ�Ò3á�Ê�Æ/Ë#Ð�Ï	âæÈ¡Ð�Î�Ç	âLÇiÐ�Ê�Ò3É	Ó	Ï3Æ/×²é�Ò�Ð�Ý3Ñ�Æ�Í�Î�É�Û3Ó	Î�Æ¡ã3Æ/Ê�Ë�Æ�Ò3É'ÒiÆ¡É3Í�Í�ÒiÌ�ÝiÆ/Ë#Ð�Î�átÖ6Ï3Æ/é�Æ�Þ
Ê�ÏiÐ�Ó	Ï	âoÌqÆ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É	ÔFÛUÊ�Ð�Ý�Ð�Ï	Ï	âoÌíÏ3Ì�é�Ò�Ð�Ý3Ñ	É3Ö6ÉêÆ/é�ÇiÐ�Ï	É	Ó3Ì�Ï	É	Ô	Ö6ÉñÎ�É	ãiÐ²ÇiÐ�Ë�Ì�Ï3Í�Î�Ë#Ð'å ��Î�Æ/Î�Ç3Ì�Þ
Ê�Ù�Ò3á�Î/Ð�ÎíÆ/Î�ÇiÐ�ä!Ì�Ï�ËªÍ�ÒiÌ�Ý3Ù � ß Ì�ÖüÙ�Î�Ë�Ì�Ç#ä¤ÝiÌ�Ï	É	É�ÛiÑ�Æ/Î�Æ/Ç3Æ�Ì!Ö,Æ�ä¡Ï3Æ?É	Ï	Î�Ì�Ç	ã	Ç3Ì�Î�É	Ç3Æ/Ë#Ð�Î�áíÑ'Ð�Ñ²Î�Ì�Æ�Þ
Ç3Ì�Ö6ÙðÆ¤Ï3Ì�Ô'Ë�Ï	â8ÜqØXÙ�Ï	Ñ	Ú	É	Ô�ÜíË¡Ï3Ì�é�Ò�Ð�Ý3Ñ�Æ�ÖêÍ�Ò3Ù�ÓiÐ/Ì�å

��Ã��ixvÃ��Ks � û Î�Ì�Æ/Ç3Ì�ÖUÐOÆXÏ3Ì�Ô'Ë�Ï	â8Ü?ØXÙ�Ï	Ñ	Ú	É	Ô�Ü¤ËdÏ3Ì�é�Ò�Ð�Ý3Ñ�Æ�ÖëÍ�Ò3Ù�ÓiÐ/Ì�þ E �¯ 3�����!�6$ - � - 
�$����/$ - �
- � - � "����?��$	�C�

a

�������$ - 1#"��ð1 - � - �!�����C�������60f"���
'��$C����

	

a(x) =
{
y ∈ R

m : fi(x, y) = 0, i ∈ I0, g(y) = 0
}
, x ∈ R

n, y ∈ R
m,

���{���2 	$	�
		�	�
fi
*
i ∈ I0,

����" - � - ��� � �d��"{��$
		�#"3 3���60
(I0 �

� - $C���/$ - �d�6$ - �?������
 - �	$#�{���3� - 
 þ *
�
g �

� - �	������$ - �	�	1 �!�
	C��
�� 7 �o"{����1 - � - �¡�3� * ��� -
1. (x0, y0) ∈ graf(a), 0 /∈ ∂Cg(x0);
2.
���
�ð�	���O� - � -

y∗ ∈ Lin ∂Cg(x0)
���C���������¤
'���C� - " - 
 {y∗} ∪ {f ′iy(x0, y0), i ∈ I0} �	�	$C���	$ -$C��
���
��C���3��� 7

+�- �������� ��ª������
� 3���ð����� - � - � - � "����?��$	�C�
y(·), - 1#"{���{���C��$	$ - �!
ð$C��� - � - " - � - �#"{������$ - ����� V� - �/�	�

x0
�ª��� � �d��"{��$
		�#"3 3��� - �K
���� - ��� - �/�3� * ��� -

y(x) ∈ a(x) (∀x ∈ V, y(x0) = y0).

C
QvÐ�ÑÕÑ'Ð�Ñ�ØXÙ�Ï	Ñ	Ú	É	É

fi
Û
i ∈ I0,

Í�Î�Ç3Æ/é�ÆªÝ3É3ØdØdÌ�Ç3Ì�Ï	Ú	É	Ç	Ù�Ì�Ö6â ËíÎ�Æ/Ó	Ñ�Ì
(x0, y0),

É�Ë�Ì�Ñ	Î�Æ/Ç	â
f ′iy(x0, y0)

Û
i ∈ I0, Ò3É	Ï3Ì�×	Ï3Æ?Ï3Ì�Ê�Ð�Ë�É3Í�É3Ö6âdÛ3Î�Æ¡ã3Æ�Ý3ã	Ç3Æ�Í�Î�ÇiÐ�Ï3Í�Î�Ë�Æ�ó ö	Û	Í�å�:�ö'Û3Í�ÒiÌ�ÝiÍ�Î�Ë�É3Ì!÷�ø

CM1(x0, y0) :=
{
z = (x, y) ∈ R

n+m : 〈f ′iy(x0, y0), y〉+ 〈f ′ix(x0, y0), x〉 = 0, i ∈ I0
}

Ô'Ë/Ò3Ô	Ì�Î�Í�ÔqÑ�Æ/Ï	Ù�Í�Æ�Ö®Ñ'Ð/Í�Ð�Î�Ì�Ò3á�Ï	â8ÜqÏiÐ�ã	ÇiÐ�Ë/ÒiÌ�Ï	É	×�Ë?Í�Ö6âoÍ�ÒiÌdaKÒ�Ð�Ç	Ñ'Ð?Ö6Ï3Æ�ä!Ì�Í�Î�Ë#Ð

M1 :=
{
z = (x, y) ∈ R

n+m : fi(z) = 0, i ∈ I0
}



��� - ��$ - �¨��� - "{����� - $C���'
�$	0����2 	$	�
		�
���í
¡$C����������� - �L���� ��#��� ö�ù

Ë¤Î�Æ/Ó	Ñ�Ì
z0 = (x0, y0).

ZêÍ�É'Ò3ÙtÍ�ÒiÌ�ÝiÍ�Î�Ë�É	Ô�ý ì Î�Æ!ã3Æ�Ý3ã	Ç3Æ�Í�Î�ÇiÐ�Ï3Í�Î�Ë�ÆªÔ'Ë/Ò3Ô	Ì�Î�Í�ÔíÉðÍ�Î�Ç3Æ/é�Æ!Ý3É3ØdØdÌ�Þ
Ç3Ì�Ï	Ú	É	Ç	Ù�Ì�Ö6âoÖ^È¡Ð�Î�Ç3Æ�Ö�Ý	Ò3Ô

M1
ËdÎ�Æ/Ó	Ñ�Ì

(x0, y0).
I¯Î�Ö,Ì�Î�É3Ö¨Î/Ð�Ñ	ä!Ì�Û�Ó	Î�ÆXã3ÆdÎ�Ì�Æ/Ç3Ì�Ö,ÌOý�å ÷XÉ	Ê!ó�ý���ø

ã3Æ�Ý3ã	Ç3Æ�Í�Î�ÇiÐ�Ï3Í�Î�Ë�Æ

H :=
{
z = (x, y) ∈ R

n+m : g′C(y0, y) 6 0, g′C(y0,−ȳ) 6 0
}

Ô'Ë/Ò3Ô	Ì�Î�Í�ÔëÏ3Ì�ã	Ç3Ì�Ç	â2Ë�Ï	âoÖòÈ¡Ð�Î�Ç3Æ�Ö Ö6Ï3Æ�ä!Ì�Í�Î�Ë#Ð
M2 := {(x, y) ∈ R

n+m : g(y) = 0} ËÕÎ�Æ/Ó	Ñ�Ì
z0 = (x0, y0).èXÆ/Ñ'Ð�ä!Ì�Ö2ÛiÓ	Î�Æ¡ã3Æ�Ý3ã	Ç3Æ�Í�Î�ÇiÐ�Ï3Í�Î�Ë�Æ

Kgraf(a)(z0) := CM1(x0, y0) ∩H
Ô'Ë/Ò3Ô	Ì�Î�Í�ÔðÈ¡Ð�Î�Ç3Æ�Ö®Ö6Ï3Æ�Þ

ä!Ì�Í�Î�Ë#Ð
graf(a)

ËúÎ�Æ/Ó	Ñ�Ì
z0.

MdÒ3Ô ì Î�Æ/é�Æúã	Ç3Æ/Ë�Ì�Ç	É3ÖAÙ�Í�ÒiÆ/Ë�É	ÔêÎ�Ì�Æ/Ç3Ì�Ö6â ÷'å�ý²É	Êëó�ý���ø?û Î�Ì�Æ/Ç3Ì�ÖUÐ
Æ¤ã3Ì�Ç3Ì�Í�Ì�Ó3Ì�Ï	É	É�Ï3Ì�ã	Ç3Ì�Ç	â2Ë�Ï	â8ÜqÈ¡Ð�Î�Ç3Æ/Ë�þ�å3cXÖ,Ì�Ì�Ö

CM1(x0, y0)−H = R
n+m ⇐⇒ (CM1(x0, y0))

∗ ∩H∗ = {0}.
M¤Ð�ÒiÌ�Ì�Û	É3Ö,Ì�Ì�Ö

(CM1(x0, y0))
∗ =

{
(x∗, y∗) : x∗ = F ′

x(x0, y0)α, y
∗ = F ′

y(x0, y0)α, α ∈ R
k
}
,

é�ÝiÌ
k = |I0|, F ′

x(x0, y0) = (f ′1x(x0, y0), f
′
2x(x0, y0), . . . , f

′
kx(x0, y0)),

F ′
y(x0, y0) = (f ′1y(x0, y0), f

′
2y(x0, y0), . . . , f

′
ky(x0, y0)),

H∗ = {(0, y∗) : y∗ ∈ Lin ∂Cg(x0)}.
QvÐ�ÑfÑ'Ð�Ñ ã3Æ^ã	Ç3Ì�Ý3ã3Æ�ÒiÆ�ä!Ì�Ï	É�� Î�Ì�Æ/Ç3Ì�Ö6â Ý	Ò3ÔêÑ'Ð�ä¤ÝiÆ/é�Æ

y∗ ∈ Lin ∂Cg(x0)
Û
y∗ 6= 0,

Í�É3Í�Î�Ì�ÖUÐ
Ë�Ì�Ñ	Î�Æ/Ç3Æ/Ë {f ′iy(x0, y0), i ∈ I0} ∪ {y∗} Ò3É	Ï3Ì�×	Ï3Æ¡Ï3Ì�Ê�Ð�Ë�É3Í�É3ÖUÐ'ÛiÎ�Æ

(CM1(x0, y0))
∗ ∩H∗ = {0}.

ÿ�ÏiÐ�Ó	É	Î�Û#Ñ�Æ/Ï	Ù�Í
Kgraf(a)(x0, y0)

Ô'Ë/Ò3Ô	Ì�Î�Í�ÔªÈ¡Ð�Î�Ç3Æ�Ö^Ö6Ï3Æ�ä!Ì�Í�Î�Ë#Ð
graf(a)

ËdÎ�Æ/Ó	Ñ�Ì
(x0, y0).

Q{Ì�ã3Ì�Ç	á
ã3Æ/Ñ'Ð�ä!Ì�Ö2ÛiÓ	Î�Æ

H ⊆ CM2(x0, y0).
èXÆ¤Î�Ì�Æ/Ç3Ì�Ö,Ì!÷'å õ3å 
!É	Êªó ö'Û	Í�å�:�ô�ø�Ë�â2ã	Ù�Ñ'Ò3âoÌdÑ�Æ/Ï	Ù�Í�â

K1 := {y : g′C(y0, y) 6 0}, K2 := {y : g′C(y0,−y) 6 0}
Ô'Ë/Ò3Ô �KÎ�Í�ÔdÑ�Æ/Ï	Ù�Í�Ð/Ö6É¤Ñ'Ð/Í�Ð�Î�Ì�Ò3á�Ï	â8Ü!ÏiÐ�ã	ÇiÐ�Ë/ÒiÌ�Ï	É	×!ËKÍ�Ö6âoÍ�ÒiÌ�aKÒ�Ð�Ç	Ñ'Ð¯Ö6Ï3Æ�ä!Ì�Í�Î�Ë

A1 = {y ∈ R
m :

g(y) 6 0} É A2 = {y ∈ R
m : g(y) > 0} Í�Æ�Æ/Î�Ë�Ì�Î�Í�Î�Ë�Ì�Ï	Ï3Æ	å�è[Ç3Æ/Ë�Ì�Ç	É3Ö®Ù�Í�ÒiÆ/Ë�É3ÌdÎ�Ì�Æ/Ç3Ì�Ö6âRý �

K1 −K2 = R
m ⇐⇒ K∗

1 ∩ (−K2)
∗ = {0} ⇐⇒ con ∂Cg(x0) ∩ (− con ∂Cg(x0)) = {0}.

��Î�Æ²Ù�Í�ÒiÆ/Ë�É3ÌtË�â2ã3Æ�Ò3Ï	Ô	Ì�Î�Í�ÔëÆ/Ó3Ì�Ë�É'Ý3Ï	âoÖòÆ�à/ÇiÐ�Ê�Æ�Ö2Ûvã3Æ�Í�Ñ�Æ�Ò3á�Ñ	Ù
0 /∈ ∂Cg(x0).

kUÒiÌ�ÝiÆ/Ë#Ð�Î�Ì�Ò3á�Ï3Æ	Û
ã3ÆíÎ�Ì�Æ/Ç3Ì�Ö,Ì²ý

K1 ∩K2 ⊆ CA1∩A2(y0).
I¯Î�Í��8Ý�ÐðÏ3Ì�Ö,Ì�Ý	ÒiÌ�Ï	Ï3Æ²Í�ÒiÌ�Ý3Ù�Ì�Î�Û�Ó	Î�Æ

H ⊆ CM2(x0, y0).QvÐ�ÑqÑ'Ð�Ñ
CM1 −H = R

n+m,
Î�Æ

CM1(x0, y0) ∩H ⊆ CM1∩M2(x0, y0) = Cgraf(a)(x0, y0).

M¤Ð�ÒiÌ�Ì�Û�ã	Ù�Í�Î�á
y∗1, y

∗
2 , . . . , y

∗
p ç

Í�É3Í�Î�Ì�ÖUÐðË�Ì�Ñ	Î�Æ/Ç3Æ/Ë3Û{ã	Ç	É	ÏiÐ�Ý	ÒiÌ�ä¤Ð ß É'Ü ∂Cg(x0)
É^Æ�à/ÇiÐ�Ê�Ù � ß É'Ü

à�Ð�Ê�É3ÍqË^ã3Æ�Ý3ã	Ç3Æ�Í�Î�ÇiÐ�Ï3Í�Î�Ë�Ì
Lin ∂Cg(x0).

èXÆ�Í�Ñ�Æ�Ò3á�Ñ	Ù®ã3Æ�ã	Ç3Ì�Ý3ã3Æ�ÒiÆ�ä!Ì�Ï	É�� Í�É3Í�Î�Ì�ÖUÐ¨Ë�Ì�Ñ	Î�Æ/Ç3Æ/Ë
{F ′

y(x0, y0), y
∗
1, y

∗
2 , . . . , y

∗
p}
Ò3É	Ï3Ì�×	Ï3Æ?Ï3Ì�Ê�Ð�Ë�É3Í�É3ÖUÐ'Û3Î�Æ¡Í�É3Í�Î�Ì�ÖUÐ¡Ù�ÇiÐ�Ë�Ï3Ì�Ï	É	×

F ′
y(x0, y0) y = −F ′

x(x0, y0)x, 〈y∗i , y〉 = 0, i = 1, 2, . . . , p,



ö�õ � ���#����"
�'$�� 7��¤7

É3Ö,Ì�Ì�ÎüÇ3Ì�È¤Ì�Ï	É3Ì
y = Px,

é�ÝiÌ
P : R

n → R
m ç Ï3Ì�Ñ�Æ/Î�Æ/Ç	â2× Ò3É	Ï3Ì�×	Ï	â2×LÆ/ã3Ì�ÇiÐ�Î�Æ/Ç�å2QvÐ�Ñ	É3Ö

Æ�à/ÇiÐ�Ê�Æ�Ö2Û	ÝiÆ/Ñ'Ð�Ê�Ð�Ï3Æ	Û3Ó	Î�Æ¤Ý	Ò3ÔíÒ �[à�Æ/é�Æ
x ∈ R

n Í�Ù ß Ì�Í�Î�Ë�Ù�Ì�Î?Ë�Ì�Ñ	Î�Æ/Ç y ∈ R
m Î/Ð�Ñ�Æ/×�Û3Ó	Î�Æ

(x, y) ∈ Cgraf(a)(x0, y0),

É²Í�Ù ß Ì�Í�Î�Ë�Ù�Ì�Î?Î/Ð�Ñ�Æ/×qÒ3É	Ï3Ì�×	Ï	â2×²Ï3Ì�ã	Ç3Ì�Ç	â2Ë�Ï	â2×�Æ/ã3Ì�ÇiÐ�Î�Æ/Ç P : Rn → R
m,
Ó	Î�Æ

(x, Px) ∈ CM1 ∩ CM2 (∀x ∈ R
n).

ÿ�ÏiÐ�Ó	É	Î�Ûiã3Æ¡Î�Ì�Æ/Ç3Ì�Ö,Ì!÷¤É	Êªó :'Û3Í�å'õ3ý�ô�ø6Ö6Ï3Æ/é�Æ/Ê�ÏiÐ�Ó	Ï3Æ�Ì!Æ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É3Ì
a
ã3Í�Ì�Ë/ÝiÆ�Ò3É	ã	È!É	Ú3Ì�Ë�ÆªË?Î�Æ/Ó'Þ

Ñ�Ì
z0.

QvÐ�ÑüÑ'Ð�ÑüÑ�Æ/Ï	Ù�Í
Kgraf(a)(x0, y0)

Ô'Ë/Ò3Ô	Ì�Î�Í�ÔúÈ¡Ð�Î�Ç3Æ�Ö é�ÇiÐ/ØXÉ	Ñ'ÐÕÆ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É	Ô
a
ËÕÎ�Æ/Ó	Ñ�Ì

(x0, y0),
Î�ÆOÍ�Ù ß Ì�Í�Î�Ë�Ù�Ì�Î!Î/Ð�Ñ�Æ�Ì[Æ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É3Ì r(z) := r(x, y) = (r1(x, y), r2(x, y)) = o(z)

Û�Æ/ã	Ç3Ì�Þ
ÝiÌ�ÒiÌ�Ï	Ï3Æ�ÌdË¡Ï3Ì�Ñ�Æ/Î�Æ/Ç3Æ/×ÕÆ/Ñ	Ç3Ì�Í�Î�Ï3Æ�Í�Î�É²Ï	Ù�Ò3Ô

U
Û	Ó	Î�Æ

z0 + z + r(z) ∈ graf(a), z ∈ Kgraf(a)(z0) ∩ U,
Î�å3Ì�å

y0 + y + r2(x, y) ∈ a(x0 + x+ r1(x, y)) (∀ (x, y) ∈ Kgraf(a)(x0, y0) ∩ U).
Z8Ö,Ì�Í�Î�Æ

y
ã3Æ�ÝiÍ�Î/Ð�Ë�É3Ö

P (x).
MdÒ3ÔíÝiÆ�Í�Î/Ð�Î�Æ/Ó	Ï3ÆtÖUÐ�Ò3â8Ü

x
ã3Æ�Ò3Ù�Ó	É3Ö

y0 + P (x) + r2(x, P (x)) ∈ a(x0 + x+ r1(x, P (x))). (3.1)

QvÐ�ÑtÑ'Ð�Ñ
a
Ô'Ë/Ò3Ô	Ì�Î�Í�Ôªã3Í�Ì�Ë/ÝiÆ�Ò3É	ã	È!É	Ú3Ì�Ë�âoÖëËOÎ�Æ/Ó	Ñ�Ì

(x0, y0)
Û�Î�ÆdÉ	Ê¤û ù'å�ý�þUÍ�ÒiÌ�Ý3Ù�Ì�Î�Û�Ó	Î�ÆdÏiÐ�×'Ý3Ù�Î�Í�Ô

Î/Ð�Ñ	É3ÌdÑ�Æ/Ï3Í�Î/Ð�Ï	Î/Ð
L > 0

ÉqÆ/Ñ	Ç3Ì�Í�Î�Ï3Æ�Í�Î�átÏ	Ù�Ò3Ô
V ,
Ó	Î�Æ

y0 + P (x) + r2(x, P (x)) ∈ a(x0 + x) + L‖r1(x, P (x))‖B1(0) (∀x ∈ V ). (3.2)

èXÆ�Í�Ñ�Æ�Ò3á�Ñ	Ù
r1(x, P (x)) = o(x)

É
r2(x, P (x)) = o(x)

Û{Î�Æ�É	Ê�û ù'å ÷�þOÍ�ÒiÌ�Ý3Ù�Ì�Î�Û6Ó	Î�ÆÕÍ�Ù ß Ì�Í�Î�Ë�Ù�Ì�Î
Î/Ð�Ñ�Æ�ÌOÆ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É3Ì

r3(x) = o(x)
Û	Ó	Î�Æ

y0 + P (x) + r3(x) ∈ a(x0 + x) (∀x ∈ V ).

QvÐ�Ñ	É3ÖñÆ�à/ÇiÐ�Ê�Æ�Ö2ÛiÌ�Í�Ò3É
V = x0 + V

Û'Î�Æ¡ã3Æ�ÒiÆ�ä¡É3Ö

y(x) := y0 + P (x− x0) + r3(x− x0) (∀x ∈ V ).

hdÌ�é�Ñ�Æ?Ê�Ð/Ö,Ì�Î�É	Î�á3Û3Ó	Î�Æ¡Æ/Î�Æ�à/ÇiÐ�ä!Ì�Ï	É3Ì
y
Ù�ÝiÆ/Ë/ÒiÌ�Î�Ë�Æ/Ç#Ô	Ì�ÎtË�Í�Ì�ÖüÎ�Ç3Ì�à�Æ/Ë#Ð�Ï	É	Ô	Ö®Î�Ì�Æ/Ç3Ì�Ö6âdå

B

�²Åvw'Ã#xvs	w 	�xvs
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