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КОММУТАТИВНЫЕ  АБЕЛЕВЫЕ  АЛГЕБРЫ 
                     

В данной статье изучаются коммутативные абелевые алгебры, к которым 
применяется конструкция алгебры полутермов. Найдено необходимое усло-
вие выполнимости произвольного сверхтождества (т.е. ( )  -тождества) в 
классе коммутативных абелевых  алгебр. 

 
Бинарная алгебра называется абелевой, если в ней выполняется сверх-

тождество абелевости 
                                 ( ( , ), ( , )) ( ( , ), ( , )).X Y x y Y u v Y X x u X y v                               (1) 

Абелевые алгебры изучались различными авторами (Сад, Стейн, Тойо-
да, Брак, Медоч, Белоусов, Курош, Смит, Романовска, Кепка, Ежек, Мовси-
сян и др.) [1–6] под различными названиями: энтропийная, медиальная, 
бикоммутативная, бисимметричная алгебры. Абелевые алгебры связаны с 
понятием энтропии  в теории информации [5] и находят также приложения в 
кибернетике, экономике, физике и биологии. 

В полиномиальной алгебре любой коммутативной группы (полугруп-
пы) выполняется сверхтождество (1). Сверхтождеству абелевости удовлет-
воряет точное бинарное представление коммутативной полугруппы [1]. Три-
виальному сверхтождеству абелевости (т.е. при YX  ) удовлетворяют точ-
ные бинарные представления моноида, полугруппы и идемпотентной полу-
группы. 

Бинарная алгебра тогда и только тогда абелева, когда в ней суммируе-
мы гомоморфизмы ( , )   [3, 5]. Сверхтождеству абелевости удовлетворяют 
модические алгебры, связанные с аффинной и проективной геометриями [4]. 

Пример  1.  Пусть ( , ) Q  – поле, и для любых  Qyx ,   
( , ) (1 ) ,  tA x y tx t y  

где Qt   и 1 – единица поля. Если  QtAt  , то в соответствующей 
бинарной алгебре ( , )Q выполняется сверхтождество абелевости. 

Пример 2.  Пусть ( )G  – коммутативная полугруппа, и для любых 
,, Gyx  Nn   

( , ) . n n
nA x y x y  
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Если  NnAn  , то в соответствующей бинарной алгебре  ,Q  
выполняется сверхтождество абелевости. 

В алгебре из примера 2 выполняется также сверхтождество коммута-
тивности 

( , ) ( , )X x y X y x . 
Такие алгебры называются коммутативными. 

Лемма 1. В коммутативной и абелевой алгебре ( , )Q  выполняются 
сверхтождества 

             1 2 1 2 2 3 4 1 2 1 2 2 3 4( ( , ), ( , )) ( ( , ), ( , )).X X x x X x x X X x x X x x        

Для любых   2 4, S S   , где  nS , Nn , – симметрическая группа.    
Доказательство. Непосредственной проверкой. 
Зафиксируем произвольное число символов двух сортов  Iii   и 

 Iii  , которые в дальнейшем будем рассматривать как унарные символы 

операций. Свободный моноид над множеством  Iiii  ,  обозначим через 

E. Каждый элемент Ee может быть однозначно выражен в виде 
1

n

i
i

e a


 , 

где  , ,  i i in a i I    для всех .,...,1 ni   Число n будем называть 

глубиной е и обозначим через ( ) e . Для каждого 0n  возьмем 
                                                   neEeEn  . 

Положим i = i  и i = i ,   i i  и   i i .  

Пусть X – произвольное множество. Через 
XSW  обозначим свободную 

алгебру над X в многообразии алгебр сигнатуры  Iiii   ,;0;  (т.е. состоя-

щую из одной бинарной операции, одной нульарной и 2 I  унарных опера-
ционных символов), определяемую следующими тождествами:  

( ) ( ),    x y z x y z  
,  x y y x  

0 0, x  
( ) ,  i i ix y x y    ( )  i i ix y x y    , 

0 0i ,       0 0i  Ii . 

Элементы 
XSW  будем называть полутермами над X . Oчевидно, что 

каждый полутерм s 
XSW  может быть выражен в виде 

1


r

i i
i

s e x , где ,r   

,ie E ;ix X  это выражение однозначно с точностью до порядка слагаемых. 
Целое число r называется длиной s и обозначается через )(s . Если 

1... n ne a a E  , то    k
k ae )(  для k =1,…,n. 
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Пусть  IiX i   – множество арифметического типа  2T . 

Определим бинарные операции на 
XSW  следующим образом: 

                                              ( , )  i i iX s t s t    для всех .Ii  

Полученную Т- алгебру будем обозначать через ( , )X XSW SW   и называть 
алгеброй полутермов над парой ).,( X  Элементы главной подалгебры (в 
смысле [6]) алгебры XSW  , порожденной множеством X, называются терма-

ми. Пусть 
1


r

i i
i

s e x  – терм над ),( X , через ( )I s  и )(sI  обозначим 

следующие множества: 
 riesI i ,...,1)(  ,  ( ) ( ),   I s e E ef I s f E , ( ) ( ) n nI s E I s . 

Предложение 1. Пусть t – терм над ),( X и )(tIe . Тогда существует 
единственная пара (w,u) такая, что w –  полутерм над ),( X , u – терм над 

),( X  и t w eu  . Более того, если v – произвольный терм над ),( X , то 

: ( )e vw ev t   – также терм над ),( X . 
Доказательство в [7].  
Пусть  n  ,  nttt ,...,, 10   –  термы  над  ),( X   и  1,..., na a  –  некото-

рые  элементы   из    Iiii  , .   Определим   терм   0 1 1[ , , ,..., , ]n nt a t a t   над  
),( X  индукцией по n следующим образом: 0 0[ ]t t ; 

0 1 1 1 1[ , , ,..., , ]n nt a t a t   0 1 1 1([ , , ,..., , ], )i n n nX t a t a t t  , если 1n ia    и 
],,...,,,[ 11110  nn tatat = 1 0 1 1( ,[ , , ,..., , ])i n n nX t t a t a t ,  если  1n ia   . 

Если t w eu   – терм, то пусть ut e ][ . Если 
1

r

i i
i

t e x


 , то ie xt
i
][  для  

всех  i=1,…,r. 
Предложение 2. Пусть t – терм над ),( X и 1... ( )n ne a a I t  ( )0n . 

Тогда: 
1) 

1 1 ] 1 2 1] 1[ ] 1 1[ ... [ ... [ ][ , , , , ,..., , ]
n n n ne n na a a a a a at t a t a t a t
  

 ; 

2) если v – терм над ( , ),X  то 
1 1 1: 1[ ... ] [ ]( ) [ , , ,..., , ]

n ne v n a a a at v a t a t


 . 

Доказательство в [7].  
Обозначим через XC  множество сверхтождеств над парой ( , ),X   

выполняющихся во всех коммутативных абелевых алгебрах. XC  – наимень-

шая конгруэнция XW   такая, что /X XW C 
 – коммутативная абелевая алгебра. 

Пусть  ne E ,   тогда  последовательность  положительных целых  чи-
сел 1( ,..., ,...)in n , где i

i
n n , а in  – число элементов из множества 

 , ,j j j I     входящих  в  e  с  индексом  i, будем  называть  весом  e.  На-
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пример,  если  1 2 2 1 3 2e       ,  то  его  вес  равен  (2,3,1,0,...,0,...).  Через 

1( ,..., ,...) ( )
in nI t  обозначим множество коэффициентов терма t и их левых дели-

телей, имеющих вес 1( ,..., ,...)in n . 

Лемма 2. Пусть 0n ,      1 1,..., , ,..., , ,n n j j i ia a b b j I a b     для 

всех i=1,…,n  и  0 0,..., , ,...,n n Xu u v v W  . Тогда для любого X  имеет место 

0 1 1 0 1 1 0 1 1

0 1 1

( ([ , , ,..., , ], [ , , ,..., , ]), ([ , , ,..., , ],

[ , , ,..., , ])) .
n n n n n n

n n X

X u a u a u v b v b v X v a u a u

u b v b v C
 

Доказательство. Индукцией по n. Пусть n =1, тогда возможны 
следующие случаи: 

1. 1 1,i ia b   ; 
2. 1 1,i ia b   ; 
3. 1 1,i ia b   ; 
4. 1 1,i ia b   . 
Рассмотрим случай 1.  Здесь имеем: 

0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1[ , , ] ( , ), [ , , ] ( , ), [ , , ] ( , ), [ , , ] ( , ).i i i iu a u X u u v b v X v v v a u X v u u b v X u v   
Поэтому 

0 1 1 0 1 1 0 1 0 1([ , , ],[ , , ]) ( ( , ), ( , ))i iX u a u v b v X X u u X v v ; 

0 1 1 0 1 1 0 1 0 1([ , , ],[ , , ]) ( ( , ), ( , ))i iX v a u u b v X X v u X u v . 
Допустим, утверждение верно для n, докажем его для  n +1: 

0 1 1 1 1 0 1 1 1 1([ , , ,..., , , , ],[ , , ,..., , , , ])n n n n n n n nX u a u a u a u v b v b v b v      
= 0 1 1 1 0 1 1 1( ([ , , ,..., , ], ), ([ , , ,..., , ], ))i n n n i n n nX X u a u a u u X v b v b v v    
= 0 1 1 0 1 1 1 1( ([ , , ,..., , ],[ , , ,..., , ]), ( , ))i n n n n n nX X u a u a u v b v b v X u v    
= 0 1 1 0 1 1 1 1( ([ , , ,..., , ],[ , , ,..., , ]), ( , ))i n n n n n nX X v a u a u u b v b v X u v    
= 0 1 1 1 0 1 1 1( ([ , , ,..., , ], ), ([ , , ,..., , ], ))i n n n i n n nX X v a u a u u X u b v b v v    
= 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1([ , , ,..., , , , ],[ , , ,..., , , , ]).n n n n n n n nX v a u a u a u u b v b v b v     

Аналогично рассматриваются остальные случаи. 
Лемма 3. Пусть  XWt , 0,i i

i
n n n  и  

1( ,..., ,...), ( )
in ne f I t  такие, что  

( ) ( )j je f         для всех  j. Тогда   Xfe Ctt ])[,( , , где fe,  – транспозиция, 

определенная на )(tIn  и  переставляющая  e  и  f. 
Доказательство. Индукцией по длине терма t. Если Xt (т.е. если n 

=0), то ][, tt fe . Пусть теперь ( , )it X u v . Положим 1 1... , ...n ne a a f b b  , 

они имеют одинаковый вес и        1 1 ,..., n na b a b  . Рассмотрим несколько 
случаев. 

1) 1 1 ia b   . Тогда 2 2 1... , ... ( )n n na a b b I u  удовлетворяют условию 
теоремы, поэтому согласно индуктивному предположению имеем 
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                                                 Xbbaa Cuu
nn

])[,( ...,... 22
 . 

Так  как  XC  –  конгруэнция,  то 
2 2... , ...( ( , ), ( [ ], ))

n ni i a a b b XX u v X u v C   . Однако                                            

2 2, ... , ...[ ] ( [ ], ).
n ne f i a a b bt X u v   Поэтому ,( , [ ]) .e f Xt t C    

2) 1 1 .ia b    Аналогично 1). 
3) 1 1, .i ia b    Тогда 2 1 2 1... ( ), ... ( )n n n na a I u b b I v   . Имеем 

2 [ ] 2 [ ], ... : ... :[ ] ( ( ), ( )).
n f n ee f I a a t b b tt X u v    

В силу предложения 2 (2) имеем 

2 [ ] 2 2 1 2... : [ ] [ ... ] 2[ ... ] [ ]( ) [ , , ,..., , ],
í f n n nà à t f b b n a a a au t v a u a u


   

2 [ ] 2 2 1 2... : [ ] [ ... ] 2[ ... ] [ ]( ) [ , , ,..., , ].
n e n n nb b t e a a n b b b bv t u b v b v


   

Поэтому 

2 22 1 2 2 1 2, [ ... ] 2 [ ... ] 2[ ... ] [ ] [ ... ] [ ][ ] ([ , , ,..., , ],[ , , ,..., , ]).
n nn n n ne f i b b n a a na a a a b b b bt X v a u a u u b v b v

 
  

Аналогично в силу предложения 2 (1) имеем 

2 22 1 2 2 1 2[ ... ] 2 [ ... ] 2[ ... ] [ ] [ ... ] [ ][ , , ,..., , ], [ , , ,..., , ].
n nn n n na a n b b na a a a b b b bu u a u a u v v b v b v

 
   

Поэтому  

2 22 1 2 2 1 2[ ... ] 2 [ ... ] 2[ ... ] [ ] [ ... ] [ ]( , ) ([ , , ,..., , ],[ , , ,..., , ]).
n nn n n ni i a a n b b na a a a b b b bt X u v X u a u a u v b v b v

 
   

Далее, так как        2 2 ,..., ,n na b a b   то согласно лемме 2 получим  
 Xfe Ctt ])[,( , . 

4) 1 1, .i ià b    Аналогично 3). 

Т ео р е ма 1 . Пусть , 0,X i i
i

t W n n n    и p – подстановка мно-

жества 
1( ,..., ,...) ( ),

in nI t  удовлетворяющая условию: если e
1( ,..., ,...) ( )

in nI t , то  
( ) ( )( )i ie p e         для любого i. Тогда  XCtpt ])[,( . 

Доказательство. Следует из леммы 3. 
Пример. Рассмотрим терм  

1 1 2 1 5 1 8 3 10 7 1 6 2 1 1 2 1 4 9( ( ( ( , ( , )), ), ), ( , ( ( ( , ), ), )))t X X X X x X x x x x X x X X X x x x x . 
Имеем 

1 1 2 1 5 1 1 2 1 1 8 1 1 2 1 1 3 1 1 2 10 1 1 7 1 1 6t x x x x x x                            

1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 1 1 1 2 1 4 1 1 2 9x x x x                    . 
Сделав транспозицию  1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2( ) , ( ) ,p p              получим 

1 1 2 1 5 1 1 2 1 1 8 1 1 2 1 1 3 1 1 2 10 1 1 7 1 1 6t x x x x x x                          

1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 1 1 1 2 1 4 1 1 2 9x x x x                    . 
Следовательно, в коммутативных абелевых алгебрах выполняется сверх-
тождество 

1 1 2 1 5 1 8 3 10 7 1 6 2 1 1 2 1 4 9( ( ( ( , ( , )), ), ), ( , ( ( ( , ), ), )))X X X X x X x x x x X x X X X x x x x   
))))),(,(),),,(((,(),),,((( 38151412112617109211 xxXxXxxxXXXxXxxxXXX . 
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Для любых  ,Xt W    Xx  и любой последовательности 1( ,..., ,...),kn n  
где 0,in   положим 

 1 1( ,..., ,...) ( ,..., ,...) [ ]( , ) ( ) .
k kn n n n eP x t Card e I t t x    

Таким образом, 
1( ,..., ,...) ( , )

kn nP x t  – число вхождений переменной x веса 

1( ,..., ,...)kn n  в терм t. 

Определим бинарное отношение  XS   на  XW    следующим образом: 

( , ) Xu v S   тогда и только тогда, когда 
1 1( ,..., ,...) ( ,..., ,...)( , ) ( , )

k kn n n nP x u P x v  для всех 
Xx  и  для всех 0in  . 

Лемма 4. Пусть , ,Xt w W  0in  , .x X  Тогда 
1( ,..., ,..., ,...) ( , ( , ))

i kn n n iP x X t w = 

1 1( ,..., 1,..., ,...) ( ,..., 1,..., ,...)( , ) ( , ),
i k i kn n n n n nP x t P x w    где (..., 1,...) ( , ) 0P x t  . 

Доказательство. Непосредственной проверкой. 
Лемма 5. Пусть  , 0X it W n   для всех Ii  и пусть g – эндоморфизм  


XW .  Тогда

1

1 1 1 1
1

( ,..., ,...) ( ,..., ,...) ( ,..., ,...)
0

( , ( )) ... ... ( , ) ( , ( )).
k

k k k k
k

n n

n n i i n i n i
y X i i

P x g t P y t P y g y 
 

     

Доказательство. Индукцией по длине терма t. Если ( ) 1,t   то 
утверждение следует из леммы 4. Пусть ( , ),qt X u v   тогда согласно лемме 4 
и по предположению индукции имеем: 

1 1( ,..., ,...) ( ,..., ,...)( , ( ( , ))) ( , ( ( ), ( )))
k kn n q n n qP x g X u v P x X g u g v   

1 1( ,..., 1,..., ,...) ( ,..., 1,..., ,...)( , ( )) ( , ( ))
q k q kn n n n n nP x g u P x g v     

1

1 1 1
1

1

( ,..., ,..., ,...) ( ,..., 1 ,..., ,...)
0 0 0
... ... ... ( , ) ( , ( ))

q k

q k q q k k
q k

nn n

i i i n i n i n i
y X i i i

P y u P x g y


   
   

       

1

1 1 1
1

1

( ,..., ,..., ,...) ( ,..., 1 ,..., ,...)
0 0 0
... ... ... ( , ) ( , ( ))

q k

q k q q k k
q k

nn n

i i i n i n i n i
y X i i i

P y v P x g y


   
   

       

1

1 1 1
1

1

( ,..., ,..., ,...) ( ,..., 1 ,..., ,...)
0 0 0

( ... ... ... ( , ) ( , ( ))
q k

q k q q k k
q k

nn n

i i i n i n i n i
y X i i i

P y u P x g y


   
   

       

1

1 1 1
1

1

( ,..., ,..., ,...) ( ,..., 1 ,..., ,...)
0 0 0
... ... ... ( , ) ( , ( )))

q k

q k q q k k
q k

nn n

i i i n i n i n i
i i i

P y v P x g y


   
  

      

1

1 1 1
1

( ,..., 1,..., ,...) ( ,..., ,..., ,...)
0 0 0

( ... ... ... ( , ) ( , ( ))
q k

q k q q k k
q k

nn n

i i i n i n i n i
y X i i i

P y u P x g y   
   

       

1

1 1 1
1

( ,..., 1,..., ,...) ( ,..., ,..., ,...)
0 0 0
... ... ... ( , ) ( , ( )))

q k

q k q q k k
q k

nn n

i i i n i n i n i
i i i

P y v P x g y   
  

      

1

1 1 1 1
1

( ,..., 1,..., ,...) ( ,..., 1,..., ,...) ( ,..., ,..., ,...)
0 0 0
... ... ...( ( , ) ( , )) ( , ( ))

q k

q k q k q q k k
q k

nn n

i i i i i i n i n i n i
y X i i i

P y u P y v P x g y    
   

     
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1

1 1 1
1

( ,..., ,..., ,...) ( ,..., ,..., ,...)
0 0 0
... ... ... ( , ( , )) ( , ( )).

q k

q k q q k k
q k

nn n

i i i q n i n i n i
y X i i i

P y X u v P x g y  
   

      

Т ео р е ма  2 .  XS  – вполне инвариантная сократимая конгруэнция  XW    

и .X XC S   

Доказательство. Очевидно, что XS  – отношение эквивалентности. 

Пусть ( , ) Xu v S  и  .Xr W   Тогда для любого iX    имеем 

1 1 1( ,..., ,..., ,...) ( ,..., 1,..., ,...) ( ,..., 1,..., ,...)( , ( , )) ( , ) ( , )
i k i k i kn n n i n n n n n nP x X r u P x r P x u     

1 1 1( ,..., 1,..., ,...) ( ,..., 1,..., ,...) ( ,..., ,..., ,...)( , ) ( , ) ( , ( , )).
i k i k i kn n n n n n n n n iP x r P x v P x X r v     

Следовательно, XS  – конгруэнция.  Теперь пусть ( ( , ), ( , )) ,i i XX r t X s t S  тогда 

1 1( ,..., ,..., ,...) ( ,..., ,..., ,...)( , ( , )) ( , ( , )),
i k i kn n n i n n n iP x X r t P x X s t  

поэтому 

1 1 1 1( ,..., 1,..., ,...) ( ,..., 1,..., ,...) ( ,..., 1,..., ,...) ( ,..., 1,..., ,...)( , ) ( , ) ( , ) ( , ),
i k i k i k i kn n n n n n n n n n n nP x r P x t P x s P x t       

следовательно, 

1 1( ,..., 1,..., ,...) ( ,..., 1,..., ,...)( , ) ( , ).
i k i kn n n n n nP x r P x s   

И поскольку это равенство имеет место для всех x X  и любых 0in  , то  

( , )r s  ,XS  т.е. XS  – сократимая конгруэнция. 

Покажем вполне инвариантность XS . Пусть ( , )u v  ,XS  а g – 

эндоморфизм .XW   Согласно лемме 5 имеем 
1

1 1 1 1
1

( ,..., ,...) ( ,..., ,...) ( ,..., ,...)
0 0

( , ( )) ... ... ( , ) ( , ( )),
k

k k k k
k

n n

n n i i n i n i
y X i i

P x g u P y u P x g y 
  

     

1

1 1 1 1
1

( ,..., ,...) ( ,..., ,...) ( ,..., ,...)
0 0

( , ( )) ... ... ( , ) ( , ( )).
k

k k k k
k

n n

n n i i n i n i
y X i i

P x g v P y v P x g y 
  

     

Так как  ( , ) Xu v S , то 
1 1( ,..., ,...) ( ,..., ,...)( , ) ( , ),

k ki i i iP y u P y v и, следовательно, 

1 1( ,..., ,...) ( ,..., ,...)( , ( )) ( , ( ))
k kn n n nP x g u P x g v  

для всех x X  и любых  0in , т.е.  ( ( ), ( )) ,Xg u g v S а это означает, что XS  
– вполне инвариантная конгруэнция. 

Далее, фактор  /X XW S   будет коммутативной абелевой алгеброй, 

поэтому X XC S  . 
 
Кафедра алгебры и геометрии                                                                         Поступила 11.04.2007 
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îºÔ²öàÊºÈÆ  ²´ºÈÚ²Ü  Ð²Üð²Ð²ÞÆìÜºð 
 

²Ù ÷á ÷á õÙ  
 

Ðá¹í³ÍáõÙ áõëáõÙÝ³ëÇñíáõÙ »Ý ï»Õ³÷áË»ÉÇ »ñÏï»Õ ³µ»ÉÛ³Ý 
Ñ³Ýñ³Ñ³ßÇíÝ»ñÁ: ¶ïÝí³Í ¿ ³ÝÑñ³Å»ßï å³ÛÙ³Ý, áñÇ ¹»åùáõÙ Ï³Ù³-
Û³Ï³Ý ·»ñÝáõÛÝáõÃÛáõÝ (³ÛëÇÝùÝ ( )  -ÝáõÛÝáõÃÛáõÝ) ï»ÕÇ áõÝÇ ï»Õ³÷áË»-
ÉÇ »ñÏï»Õ ³µ»ÉÛ³Ý Ñ³Ýñ³Ñ³ßÇíÝ»ñÇ ¹³ëáõÙ: 
 
 
 

S. S. DAVIDOV 
 

COMMUTATIVE   ABELIAN   ALGEBRAS 
 

S u mma r y  
 

In the present paper commutative abelian binary algebras are studied by 
applying the construction of the algebra of semiterms. We have found the 
necessary condition when any hyperidentity (i.e. ( )  -identity) is satisfied in all 
abelian commutative binary algebras. 

 


