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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЛН В СЛОЕ С УПРУГО-СТЕСНЁННЫМИ ГРАНИЦАМИ 
 

Саркисян А.С., Саркисян С.В. 
 

Исследована задача о распространении периодических волн в упругом слое. Предполагается, что на границах 
слоя нормальное напряжение равно нулю, а касательное напряжение стеснённо. Для фазовой скорости 
симметричных и антисимметричных колебаний получены характеристические уравнения. Рассмотрены предельные 
случаи и приведены числовые расчёты для фазовой скорости волны. 

 
Упругий изотропный слой толщиной 2h в прямоугольной декартовой системе координат 

занимает область ;x−∞ < < ∞  ;y−∞ < < ∞ .h z h− ≤ ≤  Пусть в этом слое распространяется 
периодическая волна с фазовой скоростью c. Рассматривается плоская задача: 

( ) ( )( ), , ,0, , ,u u x z t w x z t

, где u, w – проекции упругих перемещений по направлению на коор-
динатные оси  x, z, соответственно. 

Известно, что при помощи преобразований  

,u w
x z z x
∂ϕ ∂ψ ∂ϕ ∂ψ

= − = +
∂ ∂ ∂ ∂

 (1) 

система динамических уравнений теории упругости приводится к автономным волновым 
уравнениям относительно динамических потенциалов ( ), ,x z tϕ  и ( ), ,x z tψ  [1]: 

2 2 2 2
2 2
1 22 2 2 2, ,c c

t t x z
∂ ϕ ∂ ψ ∂ ∂

∆ϕ = ∆ψ = ∆ ≡ +
∂ ∂ ∂ ∂

. (2) 

Примем, что на плоскостях, ограничивающих слой, заданы следующие граничные условия: 
0,zz zx uσ = σ = −β  при z h= − , 
0,zz zx uσ = σ = β    при z h= , 0β > . (3) 

Условие (3) было предложено Миндлином [2,3] для исследования задачи отражения 
упругой волны от границы полупространства. В работе [4] М.В. Белубекяном исследованы 
условия существования волн Рэлея в случае упруго-стеснённой границы. 
В частном случае при 0β =  получаются условия свободной границы. 
С использованием закона Гука и преобразования (1) граничные условия (3) приводятся к виду: 

( )
2 2 2

2 22 2 0
z x x z
∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ψ

λ + µ + λ + µ =
∂ ∂ ∂ ∂

             при z h= ± , 

2 2 2

2 22 0
x z x z x z

 ∂ ϕ ∂ ψ ∂ ψ ∂ϕ ∂ψ
µ + − +β −β = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

    при z h= − , (4) 

2 2 2

2 22 0
x z x z x z

 ∂ ϕ ∂ ψ ∂ ψ ∂ϕ ∂ψ
µ + − −β +β = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

  при z h= . 

 
Математически задача формулируется следующим образом. Найти решения двумерных 

волновых уравнений (2), удовлетворяющих граничным условиям (4). 
Решения уравнений (2) можно представить в виде [1]: 

( ) ( )( ) ( )1 1sinh cosh exp ,A z B z ik x ctϕ = ν + ν −  
( ) ( )( ) ( )2 2sinh cosh exp ,C z D z ik x ctψ = ν + ν −  (5) 

где A, B, C и D – произвольные постоянные, ( )2 2
1 1kν = −ηθ , ( )2 2

2 1kν = −η , 2
1

2c λ + µ
=

ρ
, 

2
2c µ
=
ρ

, 
2
2
2
1

c
c

θ = , 
2

2 2
2k c

ω
η = . 

Подставляя (5) в граничные условия (4), получим систему четырёх линейных однородных 
алгебраических уравнений относительно произвольных постоянных. Приравнивание 
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определителя этой системы уравнений нулю приводит к характеристическому уравнению, из 
которого при заданных значениях , , ,ρ µ λ β и ω  можно найти фазовую скорость c. Упростим 
задачу, рассмотрев две системы частных решений: 

( ) ( )1 1cosh exp ,B z ik x ctϕ = ν −  
( ) ( )1 2sinh expC z ik x ctψ = ν −  и (6) 

( ) ( )2 1sinh exp ,A z ik x ctϕ = ν −  
( ) ( )2 2cosh exp .D z ik x ctψ = ν −  (7) 

Решение (6) соответствует симметричному виду колебаний, а решение (7) – антисиммет-
ричному виду колебаний [1]. 
Подставляя (6) в граничные условия (4) при z h=  получим систему двух уравнений:  
( ) ( ) ( )1 22 cosh 2 1 cosh 0,B h i C h−η ν + −η ν =  

( ) ( )( ) ( ) ( )(
( ))

1 0 1 2

0 2

2 1 sinh cosh 2 sinh

1 cosh 0,

h h iB h

h C

−ηθ ν −β ν + η− ν +

+β −η ν =  (8) 

где 0 k
β

β =
µ

. 

Из условия существования нетривиального решения системы уравнений (8) получим сле-
дующее уравнение относительно безразмерной характеристики квадрата фазовой скорости η : 

( ) ( ) ( )( ) ( )2
02 tanh 1 4 1 1 tanh 1 1 0.kh kh−η −η − −η −ηθ −ηθ +β η −η =  (9)  

Уравнение (9) при 0 0β =  совпадает с дисперсионным уравнением Рэлея–Лэмба [1]. 

Рассмотрим предельные случаи. Если длина волны 
2l
k
π

=  очень велика по сравнению с 

толщиной слоя, то величины 1hν  и 2hν  будут малы при конечном значении c и из уравнения 
(9) получим: 

( )
2

2 2 0 12
1 2

1

4 .ccc c c
c kh

β
= − −  (10) 

Если µ = λ  
1
4

 ν = 
 

, то 2 2
1 23c c=  и из формулы (10) получим: 

0
2

32 3 2 .
3 4rpc c c

kh
β

≡ = −  (11) 

Если же длина волны очень мала по сравнению с толщиной слоя 2h, то из уравнения (9) 
получим: 

( ) ( )( )2
02 4 1 1 1 0,−η − −η −ηθ +β η −η =  (12) 

которое совпадает с характеристическим уравнением для поверхностных волн Рэлея в случае 
упруго-стеснённой границы [4]. Коэффициент 0β  характеризует степень стеснённости границы 

слоя. При 
1
4

ν =  и 0 1β =  получаем из формулы (12) 20.6732 .rRc c≈  

В общем случае симметричных колебаний фазовую скорость c требуется определить из 
полного дисперсионного уравнения (9). Из обсуждения предельных случаев следует, что для 
первой формы колебаний фазовая скорость лежит в пределах rp rRc c c≥ ≥ . 

Стеснение типа (3) приводит к уменьшению границ интервала rp pc c< , rR Rc c<  [1].  
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Перейдём к колебаниям, выраженными формулами (7). Удовлетворяя решения (7) гра-
ничным условиям (4), для антисимметричных колебаний получим следующее характерис-
тическое уравнение относительно безразмерной характеристики квадрата фазовой скорости :η  

( ) ( ) ( )( ) ( )2
02 coth 1 4 1 1 coth 1 1 0.kh kh−η −η − −η −ηθ −ηθ +β η −η =  (13) 

В предельном случае, когда длина волны очень мала по сравнению с толщиной слоя и при 
kh →∞ , 2 1c c c< <  уравнение (13) сводится к уравнению (12), которое характеризует 
поверхностные волны Рэлея для упруго-стеснённой границы [4]. При другом предельном 
случае из уравнения (13) можно определить фазовую скорость волн изгиба для первой формы 
антисимметричных колебаний. 

Таким образом, для фазовой скорости симметричных и антисимметричных колебаний слоя 
с упруго-стеснёнными границами выведены дисперсионные уравнения. Для первой формы 
колебаний показано влияние коэффициента стеснённости на фазовую скорость.  

Авторы выражают благодарность проф. М.В. Белубекяну за плодотворные обсуждения 
представленной работы. 
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