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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы.
В различных задачах механики, физики и математики (см. [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]) возникает необ-

ходимость исследования уравнения типа свертки. В настоящее время имеется обширная лите-
ратура, посвящённая исследованию различных аспектов операторов типа свёртки (см. например
[8, 9, 10, 11, 12, 13, 14]).

Уравнения свёртки на полуоси впервые были рассмотрены Винером и Хопфом (см. [15]), в
честь которых эти уравнения и получили своё название.

Теория Фредгольма для операторов Винера–Хопфа была развита в работах М. Крейна, И. Гох-
берга, Р. Дудучавы, Р. Шнайдера, А. Бётчера, И. Спитковского и других авторов (см. [16, 17, 18,
19, 20]).

Ядро уравнения свертки K(x, t) = k(x− t) удовлетворяет дифференциальному уравнению

(∂x + ∂t)K = 0.

В работах [21, 22, 23] рассмотрены интегральные уравнения с ядрами, удовлетворяющими диффе-
ренциальным уравнениям более общего вида. В частности, исследована задача фредгольмовости
и обратимости этих операторов.

Оператор свертки W 0(a) на оси с символом a ∈ L∞(R) в пространстве L2(R) может быть
определена по формуле W 0(a) = F−1m(a)F , где F – преобразование Фурье, а m(a) – оператор
умножения на функцию a.

В работе [24] введено понятие оператора L-свертки путем замены оператора Фурье на ча-
стично изометрический оператор, являющийся спектральным преобразованием самосопряжённо-
го оператораШтурма–Лиувилля. В этой работе также введено и изучено фредгольмовые свойства
оператора L-Винера-Хопфа в пространстве L2(R+), где R+ = {x ∈ R | x > 0}. В случае ну-
левого потенциала эти операторы совпадают с операторами свертки и Винера–Хопфа. В работах
[25, 26, 27, 28] в пространствеL2(R+) подробно исследован случай безотражательного потенциала
при различных предположениях относительно символа оператора.

Цель работы.

(1) Изучить задачу фредгольмовости оператора L-Винера-Хопфа в весовых пространствах Ле-
бега с произвольным весом Макенхаупта, в случае безотражательного потенциала.

(2) Выделить классы интегральных операторов, допускающих реализацию в виде операторов
L-свертки и операторов L-Винера-Хопфа, и исследовать их фредгольмовые свойства на ос-
нове этих реализаций.

(3) Выявить новые классы операторов, не допускающие реализацию в виде операторов L-
свертки и L-Винера-Хопфа, но обладающие близкими свойствами.

Методы исследования. В работе применены методы спектральной теории дифферен-
циальных операторов, теории операторов Винера-Хопфа и Тёплица, а также общей теории
фредгольмовых операторов.

Научная новизна. В работе получены следующие основные результаты:

(1) В случае безотражательного потенциала и кусочно-непрерывного матричного символа по-
лучен критерий фредгольмовости оператора L-Винера-Хопфа в пространствах Lp(R, w),
1 < p < ∞, с произвольным весом Макенхаупта, а также получена формула для индек-
са.
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(2) Получено интегральное представление посредством интегрально-показательных функций
для оператораW 0

L(−sgn) в пространстве Lp(R, w) в случае безотражательного потенциала

v(x) = − 2µ2

ch2µ(x− ξ)
,

гдеm и µ – произвольные положительные числа, а ξ = 1/2µ ln(m2
/2µ).

(3) Получено интегральное представление для одного класса операторовWL(a) в пространстве
L2(R+) в случае рационального коэффициента отражения

r(λ) = − 1

λ2 + 1
.

(4) Получены критерии обратимости и фредгольмовости операторовU∗m(a)U и π+U
∗m(a)Uπ0

+

действующих в пространствах Ln
2 (R) и Ln

2 (R+) соответственно, в случае, когда потенциал
является дельта-распределением Дирака, а оператор U построен на основе аналогов реше-
ний Йоста.

Практическая и теоретическая ценность. Работа носит теоретический характер и посвя-
щена исследованию интегральных уравнений на оси и полуоси, обобщающих классические
операторы свёртки и Винера-Хопфа. Полученные результаты могут быть применены в теории
интегральных операторов.

Публикации. Основные результаты диссертации были опубликованы в 5 научных статьях.
Список статей приведен в конце списка литературы.

Структура и объем диссертации. Диссертационная работа состоит из введения, пяти глав,
заключения и списка цитированной литературы, включающего 59 наименований. Объем диссер-
тации – 110 страниц.

Содержание работы

Во введении приведен исторический обзор результатов, связанных с темой диссертации а
также краткое описание содержания диссертации.

Впервой главе рассматривается уравнениеШтурма-Лиувилля, вводится понятия данных рас-
сеяния, безотражательного потенциала и спектрального преобразования. Рассмотрена также урав-
нения Гельфанда-Левитана-Марченко.

Пусть L – самосопряженный оператор в L2(R), порожденный дифференциальным выражени-
ем

ly := −y′′ + v(x)y = λ2y, (1)

с вещественным потенциалом v, удовлетворяющий условию∫ ∞

−∞
(1 + |x|)|v(x)|dx < ∞. (2)

Решения Йоста e±(x, λ) представляют собой решения уравнения (1), (2), определяемые гранич-
ными условиями

lim
x→±∞

eiλxe±(x, λ) = 1, lim
x→±∞

eiλxe′±(x, λ) = iλ. (3)
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При вещественных значениях λ 6= 0 пары функций e+(x, λ), e+(x,−λ) и e−(x, λ), e−(x,−λ) обра-
зуют фундаментальные системы решений (1). В частности,

e+(x, λ) = b(λ)e−(x,−λ) + b0(λ)e−(x, λ).

Функция b0(λ) аналитична в верхней полуплосткости Imλ > 0 и имеет там лишь конечное число
простых нулей iµk (µk > 0, k = 1, . . . N ), которые лежат на мнимой полуоси.

Каждое собственное значение λk = (iµk)
2 (k = 1, . . . , N ) является простым, и ему соответству-

ют собственная функция e+(x, iµk) и линейно зависимая от нее собственная функция e−(x,−iµk)
(см. [29, 30, 31]). Функция t(λ) = b−1

0 (λ) (λ ∈ R) называется коэффициентом прохождения.
Обратные величины норм собственных функций

m±
k :=

 ∞∫
−∞

|e±(x,±iµk)|2 dx

−1/2

называют нормирующими множителями.
Функции r−(λ) = b(λ)t(λ) и r+(λ) = −b(−λ)t(λ) называются соответственно левым

и правым коэффициентами отражения, а наборы величин {r+(λ), iµk,m
+
k ; k = 1, . . . , N} и

{r−(λ), iµk,m
−
k ; k = 1, . . . , N} называют соответственно правым и левым данными рассеяния.

Обратная задача теории рассеяния уравнения (1) состоит в восстановлении потенциала по ле-
вым или правым данным рассеяния и нахождении необходимых и достаточных условий, которым
должен удовлетворять взятый набор {r(λ), iµk,mk; k = 1, . . . , N}, чтобы он являлся левыми ли-
бо правыми данными рассеяния уравнения (1) при некотором потенциале v, удовлетворяющему
условию (2).

Интерес представляют те данные рассеяния, при которых уравнения Гельфанда–Левитана–
Марченко (см. [30]) допускают явное решение. К таким данным, например, относится набор вида
{0, iµk,mk; k = 1, . . . , N}, где µk, mk положительные числа, причем µk различны друг от друга.
Потенциалы, обладающие данными рассеяния такого типа, называются безотражательными, так
как в этом случае r± = 0. Таким примером является также набор

{
− 1

λ2+1
, 0, 0

}
.

С помощью решений Йоста и коэффициента прохождения, операторы U± : L2(R) → L2(R)
определяются согласно формуле

U∓y(x) =
1√
2π

t(λ)

∫ ∞

−∞
e±(x,±λ)y(x)dx, (4)

а частичная изометрия U : L2(R) → L2(R) строится по формуле

U = m(χ+)U− +m(χ−)JU+, (5)

и называется спектральным преобразованием оператора L.
Во второй главе приведены необходимые для дальнейшего свойства фредгольмового опе-

ратора, свойства весовых пространств с весом Макенхаупта, критерий фредгольмовости Тепли-
цева оператора с кусочно-непрерывным символом, сформулирован локальный прицип Гохберга-
Крупника, даны определения операторов L-свертки и L-Винера-Хопфа. При некоторых ограниче-
ниях на весовую функцию доказана компактность Ганкелева оператора с непрерывным символом.

Линейный ограниченный операторA : X → Y , гдеX , Y – банаховы пространства, называется
фредгольмовым, если его образ замкнут (т.е. ImA = ImA), и конечномерны его ядро kerA :=
{x ∈ X;Ax = 0} и коядро CokerA := Y /ImA. Число IndA := dim kerA− dimCokerA называют
индексом оператора A, а множество {λ ∈ C;T − λI не фредгольмов} – существенным спектром
оператора A.
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Для линейного пространстваX черезXn (соответственно черезXn×n) будем обозначать мно-
жество n-мерных столбцов (соответственно n × n матриц). Для оператора A, действующего из
линейного пространства X в линейное пространство Y , оператор

diag(A, . . . , A) : Xn → Y n

также будем обозначать черезA, т.е. действие оператораA наXn будем понимать покомпонентно.
Функцию a ∈ L∞(R) будем называть U -мультипликатором в Lp(R, w), если отображение

f 7→ U∗m(a)Uf отображает L2(R) ∩ Lp(R, w) в себя и существует постоянная c > 0 такая, что
одновременно для всех f ∈ L2(R) ∩ Lp(R, w) имеет место неравенство

‖U∗m(a)Uf‖p,w ≤ c ‖f‖p,w .

Поскольку L2(R) ∩ Lp(R, w) плотно в Lp(R, w), то сказанное означает, что оператор U∗m(a)U
допускает непрерывное продолжение до действующего на Lp(R, w) ограниченного оператора, ко-
торый мы будем обозначать через W 0

L(a) и будем называть оператором L-свертки на Lp(R, w) с
символом a.

Множество U -мультипликаторов будем обозначать черезMp,w,L. В случае a = (aij) ∈ Mn×n
p,w,L

под оператором L-свертки мы понимаем оператор

W 0
L(a) =

(
W 0

L(aij)
)
: Ln

p (R, w) → Ln
p (R, w),

здесь, как и в дальнейшем, через Ln
p (R, w) будем обозначать алгебру (Lp(R, w))n (см. определение

пространства Xn для банахова пространства X).
Определим операторы π+ : Lp(R, w) → Lp(R+, w), π0

+ : Lp(R+, w) → Lp(R, w) по формулам

(π+y)(x) = y(x), x ∈ R+, (π0
+y)(x) =

{
y(x), если x ∈ R+,

0, если x ∈ R−.

Пусть a ∈ Mn×n
p,w,L. Оператор WL(a) := π+W

0
L(a)π

0
+ : L

n
p (R+, w) → Ln

p (R+, w), 1 < p < ∞
будем называть оператором L-Винера-Хопфа с символом a.

Поскольку при v = 0, оператор U совпадает с преобразованием Фурье F , то операторыW 0
L(a)

иWL(a) в этом случае совпадают, соответственно определёнными в весовых пространствах, опе-
ратором свёртки и оператором Винера-Хопфа (см. [8]). По этой причине в этом случае во всех
обозначениях мы опускаем индекс L и будем пользоваться стандартными обозначениями Mp,w,
Mn×n

p,w , W 0(a), W (a). Множество мульпликаторов Mp,w (см. [8]) является банаховой алгеброй с
нормой

‖a‖Mp,w
:=

∥∥W 0(a)
∥∥
B(Lp(R,w))

.

ЧерезPC := PC(Ṙ) обозначим алгебру всех кусочно-непрерывныхфункций на Ṙ := R∪{∞}.
Другими словами, функция a принадлежит PC тогда и только тогда, когда для любого x0 ∈ Ṙ
существуют пределы a(x0 − 0) := lim

x→x0−0
a(x), a(x0 + 0) := lim

x→x0+0
a(x), причем

a(∞− 0) := a(+∞) = lim
x→+∞

a(x), a(∞+ 0) := a(−∞) = lim
x→−∞

a(x).

Функции из PC имеющие ограниченную вариацию V ar(a) принадлежат алгебре Mp,w. Обозна-
чим через PCp,w (соответственно Cp,w(Ṙ)) замыкание в Mp,w множества кусочно непрерывных
функций имеющих ограниченную вариацию и не более чем конечное число скачков (соответ-
ственно непрерывных на Ṙ функций) и пусть Cp,w(R̄) := PCp,w ∩ C(R̄), где R̄ = R ∪ {±∞} –
двухточечная компактификация R.
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Пусть ν ∈ (0, 1), z1, z2 ∈ C. Множество

A(z1, z2; ν) :=

{
z2e

2π(x+iν) − z1
e2π(x+iν) − 1

, x ∈ R
}
∪ {z1, z2}

является дугой окружности, соединяющей точки z1 и z2, и содержащая концевые точки z1 и z2.
Рассмотрим также множество

H(z1, z2; ν1, ν2) =
⋃

ν∈[ν1,ν2]

A(z1, z2; ν)

называемое рогом между z1 и z2 из C, и определяемое числами ν1, ν2, 0 < ν1 ⩽ ν2 < 1 (см. [8]).
Каждое из множеств (см. [8])

Iξ(p, w) =

{
µ ∈ R :

∣∣∣∣x− ξ

x− i

∣∣∣∣µ w(x) ∈ Ap(R)
}
, ξ ∈ R

I∞(p, w) =
{
µ ∈ R : |x− i|−µ w(x) ∈ Ap(R)

}
является открытым интервалом длиной не превышающей единицу и содержащий 0

Iξ(p, w) =
(
−ν−

ξ (p, w), 1− ν+
ξ (p, w)

)
, ξ ∈ Ṙ,

где 0 < ν−
ξ (p, w) ⩽ ν+

ξ (p, w) < 1. Рассмотрим также числа ν0
x (p, w) =

1
2
(ν−

x (p, w) + ν+
x (p, w)), где

x ∈ Ṙ.
В третьей главе получен критерий фредгольмовости оператора L-Винера-Хопфа в весовых

пространствах в случае безотражательного потенциала и кусочно-непрерывного матричного сим-
вола.

Теорема 3.5.1. Пусть w ∈ Ap(R), a ∈ PCn×n
p,w , L– оператор, порождённый дифференциаль-

ным уравнениемШтурма–Лиувилля, соответствующим безотражательному потенциалу. Тогда
операторWL(a) фрегдольмов в пространстве Ln

p (R+, w) тогда и только тогда, когда

det[(1− µ)a(x− 0) + µa(x+ 0)] 6= 0 при x ∈ R и µ ∈ H
(
0, 1; ν−

∞ (p, w) , ν+
∞ (p, w)

)
и

det[(1− µ)a(+∞) + µa(−∞)] 6= 0 при µ ∈ H
(
0, 1; ν−

0 (p, w) , ν+
0 (p, w)

)
.

В этой главе также исследуется задача вычисления индекса фредгольмового оператора L-
Винера-Хопфа, получены формулы индекса при различных предположениях. Полученные резуль-
таты проанализированы в случаях, когда: символ имеет конечное число разрывов; символ является
непрерывным; символ является скалярной функцией.

В четвертой главе исследуется обратимость одного класса интегральных операторов путем
их реализации как оператора L-свёртки, и также фредгольмовость иного класса интегральных
операторов путем их реализации как оператора L-Винера-Хопфа.

Пусть m и µ произвольные положительные числа, ξ = 1/2µ ln(m2
/2µ), d ∈ C. Определим

функцию φ следующим выражением

φ(x) :=
meµξ

2 ch(µ (x− ξ))
=

2µmeµx

m2 + 2µ e2µx
.
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Рассмотрим интегральный оператор Td : Lp(R, w) → Lp(R, w), w ∈ Ap(R), 1 < p < ∞, действую-
щий по формуле

(Tdy)(x) := (Sy)(x)− 1

πi

∞∫
−∞

(Ei(µ(s− x))− Ei(µ(x− s))) φ(x)φ(s) y(s) ds+

+dφ(x)

∞∫
−∞

φ(s) y(s) ds,

где

Ei(x) =

x∫
−∞

et

t
dt

интегральная показательная функция, S – сингулярный интегральный оператор на оси.
Техника обращения оператора Td основана на теории операторов L-свёртки. В частности, в

приведенной ниже теореме Td реализуется как оператор L-свёртки с символом, равным a(x) =
−sgn (x), в случае, когда L порождена уравнением Штурма-Лиувилля с некоторым безотража-
тельным потенциалом (см. [32]).

Теорема 4.1.2. В случае d 6= 0 оператор Td ограничен и обратим в Lp(R, w), 1 < p < ∞. Более
того, T−1

d = Td−1 . В случае d = 0, оператор T0 является обобщенно обратимым, т.е. T0T0T0 = T0.
Уравнение

T0y = f, f ∈ Lp(R, w),

имеет решение тогда и только тогда, когда
∞∫

−∞

f(x)φ(x) dx = 0.

Если это условие выполняется, то общее решение имеет вид

y = T0f + αφ,

где α произвольное комплексное число.
Пусть S : L2(R) → L2(R) сингулярный интегральный оператор, а P+ = 1

2
(I+S) его проектор.

Пусть функция k принадлежит подпространству L1(R) ∩ H2(R), где H2(R) := P+L2(R). Кроме
того, предположим, что существует функция d такая, что d, d′ ∈ L1(R) и d′′ = k. Рассмотрим
интегральный оператор T : L2(R+) → L2(R+), определенный по формуле

(T y)(x) = y(x) +
1√
2π

+∞∫
0

y(t)k(t− x)dt+

+
1√
2π

2e−2x

4− e−2x

+∞∫
0

(
1 +

e−2t

4− e−2t

)
y(t)

+∞∫
0

k(t− x− τ)e−τdτdt+

+
1√
2π

(
1 +

e−2x

4− e−2x

) +∞∫
0

2e−2t

4− e−2t
y(t)

0∫
−∞

k(t− x− τ)eτdτdt,

Теорема 4.2.1. Пусть выполнены следующие условия:
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(1) потенциал v оператора L определяется правым набором данных рассеяния
{
− 1

λ2+1
, 0, 0

}
;

(2) k ∈ L1(R) ∩H2(R);

(3) существует функция d ∈ L1(R), такая что d′ ∈ L1(R) и d′′ = k;

(4) функция a определяется равенством

a(λ) = 1 +
(F−1k)(λ)

λ2(λ2 + 2)(λ2 + 1)2
;

тогда имеет место равенство T = WL(a).
Теорема 4.2.2. При условиях (2) и (3) теоремы 4.2.1 оператор T фредгольмов тогда и только

тогда, когда

a(λ) = 1 +
(F−1k)(λ)

λ2(λ2 + 2)
(λ2 + 1)2 6= 1

λ2(λ2 + 2)
при λ > 0.

При выполнении этого условия индекс оператора T может быть вычислен по формуле

Ind T = −1

2
− 1

2π

∫ ∞

0

dArg

[
(
√
λ+

√
2i)(λ(λ+ 2)a(

√
λ) + 1)

(
√
λ+ i)4(

√
λ−

√
2i)

]
.

В пятой главе рассмотрено уравнение Штурма-Лиувилля с потенциалом равным дельта рас-
пределении Дирака, и получены аналоги решений Йоста. С помощью этих решений определя-
ется оператор U , который также является частичной изометрией. Вводится понятие операторов
m-свертки и m-Винера-Хопфа. Получены критерии фредгольмовости и обратимости этих опера-
торов.

Рассмотрим следующую задачу:
(А)Найти функцию y ∈ C(R) удовлетворяющую на множествах (−∞, ξ) и (ξ,∞) дифферен-

циальному уравнению
−y′′ = λ2y

такую, что выполнено следующее граничное условие

dy

dx
(ξ + 0, λ)− dy

dx
(ξ − 0, λ) = −q y(ξ, λ).

Решения этой задачи e±(x, λ) удовлетворяющие дополнительным условиям

lim
x→±∞

e−iλx e±(x, λ) = 1,

lim
x→±∞

e−iλx d

dx
e±(x, λ) = iλ,

имеют следующий вид

e+(x, λ) =


(
1 +

q

2iλ

)
eiλx − q ei2λξ

2iλ
e−iλx, x < ξ,

eiλx, x > ξ.

e−(x, λ) =


eiλx, x < ξ,(
1− q

i2λ

)
eiλx +

q ei2λξ

i2λ
e−iλx, x > ξ.
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Заметим, что задача (А) эквивалентно решению уравнения[
− d2

dx2
− q δ(x− ξ)− λ2

]
y(x, λ) = 0,

где δ – дельта распределение Дирака, в обобщенном смысле. Исходя из этой аналогии будем на-
зывать функции e± решениями Йоста задачи (А). По этой аналогии коэффициент прохождения
имеет вид

t(λ) =
i2λ

q + i2λ
,

а коэффициенты отражения r± равны

r−(λ) = − q ei2λξ

q + i2λ
, r+(λ) = −q e−i2λξ

q + i2λ
.

Функции u∓(x, λ) = t(λ)e±(x,±λ) принимают вид

u−(x, λ) =


eiλx − q ei2λξ

q + i2λ
e−iλx, x < ξ,

i2λ

q + i2λ
eiλx, x > ξ.

u+(x, λ) =


i2λ

q + i2λ
e−iλx, x < ξ,

e−iλx − q e−i2λξ

q + i2λ
eiλx, x > ξ.

Функции u± порождают интегралы

(U±y)(λ) =

∞∫
−∞

u±(x, λ)y(x)dx, λ ∈ R,

которые сходятся по норме L2(R) и определяют ограниченные операторы U± : L2(R) → L2(R).
Аналогично (5), определим оператор U : L2(R) → L2(R) с помощью равенства

U := m(χ+)U− +m(χ−)JU+.

Теорема 5.7.1. Оператор U является частичной изометрией. Справедливы тождества

UU∗ = I, U ∗U = I − P,

где P : L2(R) → L2(R) одномерный проектор определенный равенством

Py(x) =
|q|
2

e−
|q|
2

|x−ξ|

∞∫
−∞

e−
|q|
2
|t−ξ|y(t) dt.
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Пусть a ∈ Ln×n
∞ (R), σξ(x) = eixξ, r(x) = r−(x)σ−2ξ(x). Определим также матрицы-функции

A+
+(x) =

1

2
(r(x) + r(−x)) (a(x)− a(−x))χ+(x),

A−
−(x) =

1

2
(r(x) + r(−x)) (a(x)− a(−x))χ−(x),

A+
−(x) = r(−x)a(x), A−

+(x) = r(x)a(x),

B+
+(x) = σ−2ξ(x)r(x) (a(−x)χ+(x) + a(x)χ−(x)) ,

B−
−(x) = σ−2ξ(x)r(−x) (a(x)χ+(x) + a(−x)χ−(x)) ,

B+
−(x) =

1

2
σ−2ξ(x) (r(−x)− r(x)) (a(−x)− a(x))χ−(x),

B−
+(x) =

1

2
σ−2ξ(x) (r(−x)− r(x)) (a(x)− a(−x))χ+(x).

Теорема 5.8.1. Имеет место равенство

U∗m(a)U := W 0
m(a, 0) = W 0(a) +m(χ+

ξ )
(
W 0(A+

+) + JW 0(B+
+)

)
m(χ+

ξ )+

+m(χ+
ξ )

(
W 0(A+

−) + JW 0(B+
−)

)
m(χ−

ξ ) +m(χ−
ξ )

(
W 0(A−

+) + JW 0(B−
+)

)
m(χ+

ξ )+

+m(χ−
ξ )

(
W 0(A−

−) + JW 0(B−
−)

)
m(χ−

ξ ),

где χ+
ξ , χ

−
ξ – характеристические функции множеств (ξ,+∞) и (−∞, ξ) соответственно.

Оператор W 0
m(a, d) := (W 0

m(a, 0) + dP ) : Ln
2 (R) → Ln

2 (R), где d ∈ C, будем называть опе-
ратором m-свёртки, а оператор Wm(a, d) = π+W

0
m(a, d)π

0
+ : Ln

2 (R+) → Ln
2 (R+) – оператором

m-Винера-Хопфа.
Заметим, что наиболее простой вид, операторыW 0

m(a, d) иWm(a, d) имеют в случае, когда a –
чётная матрица-функция. Действительно в этом случае

A+
+ = A−

− = B+
− = B−

+ = 0,

B+
+(x) = σ−2ξ(x)r(x)a(−x), B−

−(x) = σ−2ξ(x)r(−x)a(x).

В этой главе приведено полное исследование задачи разрешимости уравнения

W 0
m(a, d)y = f, f ∈ Ln

2 (R). (6)

Обозначим через φ функцию, определённую по формуле

φ(x) =
|q|√
2
exp

(
−|q|

2
|x− ξ|

)
,

а через Λφ : L2(R) → C функционал, действующий по формуле

Λφy =

∫ ∞

−∞
φ(x)y(x)dx.

Теорема 5.9.1. Пусть a ∈ Ln×n
∞ (R). Для разрешимости уравнения

Wm(a, 0)y = f (7)

в пространстве Ln
2 (R) необходимо выполнение условия

Λφ(f) = 0.
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При выполнении этого условия, уравнение (7) разрешимо тогда и только тогда, когда в Ln
2 (R)

разрешимо уравнение
m(a)z = Uf. (8)

Теорема 5.9.2. Пусть a ∈ Ln×n
∞ (R), d 6= 0. Тогда уравнение (6) разрешимо в Ln

2 (R) тогда и
только тогда, когда в Ln

2 (R) разрешимо уравнение (8).
Следующая теорема даёт необходимые и достаточные условия фредгольмовости и обратимо-

сти оператораW 0
m(a, d).

Теорема 5.9.3. Пусть оператор a ∈ Ln×n
∞ (R), d ∈ C. Оператор W 0

m(a, d) фредгольмов тогда
и только тогда, когда выполнено условие

ess infx∈R | det a(x)| > 0.

При выполнении этого условия
IndW 0

m(a, d) = 0.

При d 6= 0 операторW 0
m(a, d) обратим. При d = 0 имеет место равенство

kerW 0
m(a, 0) = cokerW 0

m(a, 0) = span{φ}.

Определенные на полуоси R+ операторы Wm(a, d) имеют гораздо более сложную структуру,
чем W 0

m(a, d). Исследование этих операторов сводится к исследованию сингулярных интеграль-
ных операторов с отражением (более подробно см. [33]). Это обстоятельство позволяет исследо-
вать фредгольмовые свойства этих операторов.

Пусть определённая на R+ матрица-функция c задана формулой

c(x) =

(
a+(x)− r(x)r(−x)a(−x) −σ2ξ(x)r(−x)En

σ−2ξ(x)r(x)En (a(−x))−1

)
, (9)

где a+(x) = a(x) + 1
2
(r(x) + r(−x))(a(x) − a(−x))χ+(x), а En – единичная матрица порядка n.

Справедливо следующее утверждение.
Теорема 5.11.1. Пусть ξ ≤ 0, a ∈ PCn×n, d ∈ C, а матриц-функция c определена по формуле

(9). Тогда оператор Wm(a, d) : Ln
2 (R+) → Ln

2 (R+) является фредгольмовым тогда и только
тогда, когда выполнены следующие условия:

(1) ess infx∈R− | det a(x)| > 0;

(2) det c(x± 0) 6= 0, для x ∈ R+ и

1

2π
arg detλj(x) +

1

2
/∈ Z,

для всех x ∈ R+ и всех собственных значений λj(x) матрицы c(x− 0)c(x+ 0);

(3) уравнение
det

(
λ2En − (a(+∞))(a(−∞))−1

)
= 0,

не имеет решений, лежащих на луче
{
rei

π
4 : r ∈ (0,∞)

}
.

Весовуюфункцию ρ определим равенством ρ(x) = |x|−1/4 и обозначим черезL2(R, ρ) лебегово
пространство с весом ρ и с нормой

‖f‖2,ρ =
(∫ ∞

−∞
|f(x)|2ρ2(t) dt

)1/2

.
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Как известно (более подробно см. [24]), сингулярный интегральный оператор S ограничен в про-
странствеL2(R, ρ), а оператор P+ = 1

2
(I+S) является проектором. Рассмотрим весовое простран-

ство Харди H2(R, ρ) := P+L2(R, ρ).
Пусть a ∈ Ln×n

∞ (R) и ã := Ja. Матрицу-функцию g(x), x ∈ R+ определим по формуле

g(x) =


a arσξ rσ2ξEn arσξ

−σ−ξEn En 0 0
0 rσ−ξEn (1 + r)(ã)−1 rσ−ξEn

0 rEn σξ(1 + r)(ã)−1 (1 + r)En

 .

Очевидно, что при выполнении условия

ess infx∈R− | det a(x)| > 0, (10)

g ∈ L4n×4n
∞ (R+). Определённую на R матрицу-функцию G порядка 8n определим по формулам

G(x) =

(
−g(

√
x) 1

2
(E2n − E ′

2n)
0 E2n

)
, x ∈ R+,

и
G(x) =

(
E2n −1

2
(E2n − E ′

2n)
−2E2n E ′

2n

)
, x ∈ R−,

где

E ′
2n =

(
0 En

En 0

)
.

Рассмотрим также теплицев оператор (см. [8])

T (G) = P+ m(G) : H8n
2 (R, ρ) → H8n

2 (R, ρ).

Теорема 5.11.2.Пусть ξ > 0, d ∈ C, a ∈ Ln×n
∞ (R) и выполнено условие (10). ОператорWm(a, d)

фредгольмов тогда и только тогда, когда фредгольмов оператор T (G). В случае фредгольмово-
сти этих операторов имеет место формула

IndWm(a, d) = IndT (G)− n.
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Ամփոփում

Ատենախոսությունը բաղկացած է ներածությունից և հինգ գլուխներից։
Առաջին գլխում ներկայացված են անհրաժեշտ տվյալներ իրական առանցքի վրա
v պոտենցիալով Շտուրմ-Լիուվիլի հավասարման տեսությունից, որը բավարարում է
հետևյալ պայմանին ∫ ∞

−∞
(1 + |x|)|v(x)|dx < ∞

Կառուցվում է U մասնակի իզոմետրիան, որը անկյունագծայնացնում է ինքնահամալուծ
Շտուրմ-Լիուվիլի L օպերատորը՝ U∗m(a)U = m(λ2), որտեղ m(a)-ն a ֆունկցիայով (կամ
մատրից-ֆունկցիայով) բազմապատկման օպերատորն է։ Ներկայացվում են սեփական
ֆունկցիաների որոշ հատկություններ՝ առանց անդրադարձման պոտենցիալի դեպքում,
ինչպես նաև Յոստի լուծումների և անցման գործակցի բացահայտ տեսքերը, երբ ցրման
տվյալները ունեն հետևյալ տեսքը {−(λ2 + 1)−1, 0, 0}։
Երկրորդ գլխում ներկայացվում են անհրաժեշտ տեղեկություններ Ֆրեդհոլմյան
օպերատորների ընդհանուր տեսությունից և Տյոպլիցի օպերատորների տեսությունից։
Սահմանվում է Mp,w,L բազմապատկիչների դասը։ Լեբեգի Lp(R, w) կշռային
տարածություններում, որտեղ w-ն Մուկենհաուպտի կշիռ է, L-փաթեթի W 0

L(a)
օպերատորը a ∈ Mp,w,L սիմվոլով սահմանվում է որպես U∗m(a)U օպերատորի
անընդհատ շարունակություն Lp(R, w) ∩ L2(R)-ից Lp(R, w)-ի վրա։ Եթե a = (aij) ∈ Mn×n

p,w,L,
ապա L-փաթեթի օպերատորը սահմանվում է որպես W 0

L(a) = (W 0
L(aij))

n
i,j=1։ Ներդրման

π0
+ : Lp(R+, w) → Lp(R, w) և պրոյեկցիայի π+ : Lp(R, w) → Lp(R+, w) օպերատորների
օգնությամբ սահմանվում է L-Վիներ-Հոփֆի օպերատորը՝ WL(a) = π+W

0
L(a)π

0
+։ Երբ

L = I (այսինքն՝ զրոյական պոտենցիալի դեպքում), այս օպերատորները համընկնում են
դասական փաթեթի և Վիներ-Հոփֆի օպերատորների հետ։
Երրորդ գլխում կառուցվում է Ֆրեդհոլմի տեսությունը Ln

p (R+, w) տարածություններում
մատրիցային L-Վիներ-Հոփֆի օպերատորի համար առանց անդրադարձման
պոտենցիալի և կտոր առ կտոր անընդհատ սիմվոլի դեպքում։
Չորրորդ գլխում ուսումնասիրվում է Td : Lp(R, w) → Lp(R, w) օպերատորը, որը գործում է
հետևյալ բանաձևերով

(Tdy)(x) := (Sy)(x)− 1

πi

∞∫
−∞

(Ei(µ(s− x))− Ei(µ(x− s))) φ(x)φ(s) y(s) ds+

+dφ(x)

∞∫
−∞

φ(s) y(s) ds,

որտեղ S-ը իրական առանցքի վրա սինգուլյար ինտեգրալ օպերատորն է, Ei-ն
էքսպոնենցիալ ցուցչային ֆունկցիան է, m,µ > 0, իսկ

φ(x) :=
2µmeµx

m2 + 2µ e2µx
,

և T : L2(R+) → L2(R+) օպերատորը, որը գործում է հետևյալ բանաձևով

(T y)(x) = y(x) +
1√
2π

+∞∫
0

y(t)k(t− x)dt+

16



+
1√
2π

2e−2x

4− e−2x

+∞∫
0

(
1 +

e−2t

4− e−2t

)
y(t)

+∞∫
0

k(t− x− τ)e−τdτdt+

+
1√
2π

(
1 +

e−2x

4− e−2x

) +∞∫
0

2e−2t

4− e−2t
y(t)

0∫
−∞

k(t− x− τ)eτdτdt,

որտեղ k ֆունկցիան պատկանում է L1(R)∩H2(R) ենթատարածությանը (H2(R)՝ Հարդիի
դաս)։ Բացի այդ, ենթադրվում է, որ գոյություն ունի d ֆունկցիա, որ d, d′ ∈ L1(R) և d′′ = k։
Td օպերատորը ռեալիզացվում է որպես a(x) = −sgn(x) սիմվոլով L-փաթեթի օպերատոր՝
առանց անդրադարձման պոտենցիալի դեպքում, իսկ T օպերատորը ռեալիզացվում
է որպես որոշակի սիմվոլով L-Վիներ-Հոփֆի օպերատոր՝ {−(λ2 + 1)−1, 0, 0} ցրման
տվյալների դեպքում։ Այս փաստերը հնարավորություն են տալիս ուսումնասիրել Td

օպերատորի հակադարձելիությունը և T օպերատորի ֆրեդհոլմությունը։
Հինգերորդ գլխում սահմանվում են R-ում անընդհատ e±(x, λ) ֆունկցիաներ, որոնք
բավարարում են −y′′ = λ2y դիֆերենցիալ հավասարմանը (−∞, ξ), (ξ,+∞), ξ ∈ R
բազմություններում, e±(x, λ) = eixλ հավասարություններին, երբ ±(x− ξ) > 0, և

dy

dx
(ξ + 0, λ)− dy

dx
(ξ − 0, λ) = −q y(ξ, λ)

սահմանային պայմանին։ Առաջին գլխին անալոգ ձևով այս ֆունկցիաները
օգտագործելով Յոստի լուծումների փոխարեն կառուցվում է U օպերատորը։
Ապացուցվում են UU∗ = I, U ∗U = I − P հավասարությունները, որտեղ P -ն միաչափ
օպերատոր է։ W 0

m(a, d) = U∗m(a)U + dP, (a ∈ L∞(R), d ∈ C) օպերատորները
L-փաթեթի օպերատորներ չեն։ Այնուամենայնիվ, ապացուցվում է, որ W 0

m(a, d) և
Wm(a, d) = π+W

0
m(a, d)π

0
+ օպերատորները ունեն հակադարձելիության և ֆրեդհոլմության

հատկություններ, որոնք մոտ են W 0
L(a) և WL(a) օպերատորների համապատասխան

հատկություններին։
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Abstract

The dissertation consists of an introduction and five chapters.
The first chapter provides the necessary information from the theory of the Sturm-Liouville equation on
the real axis with a potential v satisfying the condition∫ ∞

−∞
(1 + |x|)|v(x)|dx < ∞.

The construction of a partial isometry U that diagonalizes the self-adjoint Sturm-Liouville operator L
is provided: U∗m(a)U = m(λ2), where m(a) is the multiplication operator by the function (or matrix-
function) a. Some properties of eigenfunctions in the case of reflectionless potential are given, along with
the explicit form of the Jost solutions and the transmission coefficient in the case when the scattering data
is {−(λ2 + 1)−1, 0, 0}.
The second chapter presents the necessary information from the general theory of Fredholm operators and
the theory of Toeplitz operators. The class of multipliers Mp,w,L is defined. In the weighted Lebesgue
spaces Lp(R, w), where w is a Muckenhoupt weight, the L-convolution operator W 0

L(a) with symbol
a ∈ Mp,w,L is defined as the continuous extension of the operator U∗m(a)U from Lp(R, w) ∩ L2(R)
on Lp(R, w). In the case a = (aij) ∈ Mn×n

p,w,L, the L-convolution operator is understood as the operator
W 0

L(a) = (W 0
L(aij))

n
i,j=1. Using the operators of embedding π0

+ : Lp(R+, w) → Lp(R, w) and projection
π+ : Lp(R, w) → Lp(R+, w), the L-Wiener-Hopf operator is defined as WL(a) = π+W

0
L(a)π

0
+. In the

case when L = I (i.e., zero potential case), these operators coincide with the classical convolution and
Wiener-Hopf operators.
In the third chapter, the Fredholm theory of the matrix L-Wiener-Hopf operator in the spaces Ln

p (R+, w)
is constructed in the case of a reflectionless potential and piecewise continuous symbol.
The fourth chapter studies the operator Td : Lp(R, w) → Lp(R, w), acting by the formula

(Tdy)(x) := (Sy)(x)− 1

πi

∞∫
−∞

(Ei(µ(s− x))− Ei(µ(x− s))) φ(x)φ(s) y(s) ds+

+dφ(x)

∞∫
−∞

φ(s) y(s) ds,

where S is the singular integral operator on the axis, Ei is the exponential integral function, m,µ > 0,
and

φ(x) :=
2µmeµx

m2 + 2µ e2µx
,

and operator T : L2(R+) → L2(R+), acting by the formula

(T y)(x) = y(x) +
1√
2π

+∞∫
0

y(t)k(t− x)dt+

+
1√
2π

2e−2x

4− e−2x

+∞∫
0

(
1 +

e−2t

4− e−2t

)
y(t)

+∞∫
0

k(t− x− τ)e−τdτdt+

+
1√
2π

(
1 +

e−2x

4− e−2x

) +∞∫
0

2e−2t

4− e−2t
y(t)

0∫
−∞

k(t− x− τ)eτdτdt,
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where the function k belongs to the subspaceL1(R)∩H2(R) (H2(R) is the Hardy class). Besides, suppose
there exists a function d such that d, d′ ∈ L1(R) and d′′ = k. The operator Td is realized as the L-
convolution operator with symbol a(x) = −sgn(x) in the reflectionless potential case, and the operator
T is realized as the L-Wiener-Hopf operator with some symbol in the case of scattering data {−(λ2 +
1)−1, 0, 0}. These facts allow the study of the invertibility of the operator Td and the Fredholmness of the
operator T .
In the fifth chapter, continuous functions e±(x, λ) onR are defined, which satisfy the differential equation
−y′′ = λ2y on the sets (−∞, ξ), (ξ,+∞), ξ ∈ R, the equalities e±(x, λ) = eixλ for ±(x− ξ) > 0, and
the boundary condition

dy

dx
(ξ + 0, λ)− dy

dx
(ξ − 0, λ) = −q y(ξ, λ).

In complete analogy with the first chapter, using these functions instead of the Jost solutions, the operator
U is constructed. The equalities UU∗ = I, U ∗U = I − P are proved, where P is a one-dimensional
operator. The operators W 0

m(a, d) = U∗m(a)U + dP, (a ∈ L∞(R), d ∈ C) are not L-convolution
operators. Despite this, it is proven that the operatorsW 0

m(a, d) andWm(a, d) = π+W
0
m(a, d)π

0
+ possess

invertibility and Fredholm properties close to those of the operatorsW 0
L(a) andWL(a), respectively.
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